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RESUMO

Esta pesquisa versa sobre a inser¢cao da teoria dos fractais no campo de pesquisa
da contabilidade financeira. Busca-se a partir desta teoria verificar o quao eficiente
pode ser a projecao de precos futuros de uma commaodity, neste estudo o minério de
cobre. A partir do trabalho seminal de Benoit Mandelbrot (1963) com séries
temporais da commodity algodao, pesquisadores tém analisado e aplicado modelos
matematicos nao lineares com propriedades fractais em séries temporais de ativos
negociados no mercado financeiro. A teoria dos fractais abre um novo e polémico
campo de estudos na contabilidade financeira, que vai de encontro aos conceitos
estabelecidos pela moderna teoria de finangcas, sobretudo os preconizados pela
Hipotese de Eficiéncia dos Mercados. Assim, resgata-se neste estudo a evolugao
dos conceitos e das ferramentas estatisticas aplicadas na identificagéo e projecao de
precos, sob a otica da moderna teoria das financas e sob a Ootica fractal,
enriquecendo a literatura sobre comportamento de pregcos de commodities.
Complementarmente ao estudo tedrico, foi analisada uma série historica de precos
da commodity cobre com 32 anos de observagdes diarias do periodo entre 1974 —
2005, buscando verificar se o comportamento destes pregos apresentou
caracteristicas fractais e se diante dessas caracteristicas € possivel projetar pregos
de forma consistente. Foram realizados testes para normalidade, linearidade,
estacionaridade e fractalidade. Os resultados indicam que o comportamento dos
precos da commodity estudada apresentou para o periodo um padrao nao-linear de
evolugdo, nao-estacionario, com distribuigdo nao-gaussiana das variaveis. Os
resultados obtidos com os testes para fractalidade indicaram comportamento nao
persistente, com fracos indicios de fractalidade. Para projeg¢ao foi utilizado um
modelo browniano fracionario unifractal. Conclui-se que, sem prejuizo da teoria em
si, com base neste modelo adotado ndo convém estabelecer uma equagao geral que
possa ser utilizada na pratica para projecdes de precos em analise de projetos de
minerag¢ao de cobre.

Palavras-chave: Commodity cobre. Teoria dos fractais. Proje¢des de pregos.



ABSTRACT

This research studies the insertion of fractals theory in financial accounting research.
From this theory the author searches to verify the efficiency of forecasting copper
commodity future prices. From the seminal work of Benoit Mandelbrot (1963) with
secular series of commodity cotton, researchers have analyzed and applied nonlinear
mathematical models with fractals properties in time series of assets negotiated in
the financial market. The fractals theory opens a new and controversial field of
studies in the financial accounting, which goes against the concepts established for
the modern theory of finances, specially the Hypothesis of Markets Efficiency. Thus,
the author rescues in this study the concepts evolution and statistical tools applied in
the identification and prices forecasting, under the optics of modern theory of
finances and fractal optics, enriching literature of commodity prices behavior.
Complementarily to theoretical study, a 32 years old copper price time series was
analyzed, witch covered the period between 1974 - 2005, searching to verify if the
prices behavior presented fractals characteristics and if it is possible to predict prices
in a consistent way. Tests for normality, linearity, stationarity and fractality had been
realized. The results indicate that the commodity studied prices behavior presented a
nonlinear evolution, nonstationarity and non-gaussian distribution. The results about
fractality tests indicated non-persistent behavior, with weak fractality. To predict
prices a brownian unifractal model was used. The author concludes that, without
damage of the theory in itself, on the basis of this adopted model it is not possible to
establish a general equation that can be used for prices forecasting in copper mining
projects analysis.

Key-Words: Copper Commodity. Fractals theory. Prices forecasting.



Gréafico 1:

Gréafico 2:

Grafico 3:

Grafico 4:

Grafico 5:

Grafico 6:

Grafico 7:

Grafico 8:

Quadro 1:

Quadro 2:

Quadro 3:

Quadro 4:

Quadro 5:

Quadro 6:

LISTA DE GRAFICOS E QUADROS

Saldo da Balangca Comercial em Toneladas de Minério
Exportado

Saldo da Balanga Comercial em US$ milhares

Precos da Commodity Cobre (amostra completa)
Precos da Commodity Cobre (1974-2003)

Retorno dos Pregos da Commodity Cobre (1974-2003)
Plotagem dos Incrementos

Projecao de Pregos de Minério de Cobre

Precos Reais Ocorridos no Periodo 2004-2005

Resumo de Pesquisas Sobre Séries Temporais com Base
em Teorias Tradicionais

Resumo das Pesquisas Sobre Séries Temporais com Base
na Teoria dos Fractais e Teorias Afins

Estatistica Descritiva da Série Temporal de Precos de
Minério de Cobre

Resultados Esperados para os Testes Estatisticos
Resultado da Estatistica BDS

Resumo dos Resultados dos Testes Estatisticos

58

58

61

66

67

82

82

83

35

54

67

73

78

80



LISTA DE TABELAS E FIGURAS

Tabela 1: Reservas Estimadas das Minas de Cobre no Estado do 57
Para
Tabela 2: Resumo dos Pardmetros Estatisticos das Séries 84

Temporais: Projetada e Real

Figura 1: Curva de Koch, demonstrando as quatro primeiras iteragcdes 38
Figura 2: Carpete de Sierpenski 39
Figura 3: Galhos de Arvores 39
Figura 4: Séries de Retornos de Agoes 40
Figura 5: Borboleta de Lorenz 43
Figura 6: Movimento completo de cinco ondas descrito por Eliott 45
Figura 7: Caracteristica fractal do comportamento dos precos 45
Figura 8: Histograma dos Pregos da Commaodity Cobre 77
Figura 9: Histograma dos Retornos dos Pregos da Commodity Cobre 77
Figura 10: Resultado da Estatistica de Hurst 79
Figura 11: Resultado da Estatistica ADF 79
Figura 12: Histograma da Série Temporal Projetada 84
Figura 13: Histograma da Série Real Periodo 2004 - 2005 85
Figura 14: Histograma dos Retornos da Série Temporal Projetada 85
Figura 15: Histograma dos Retornos da Série Real Periodo 2004 — 86

2005



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CAPM Capital Asset Pricing Model

ARCH Autoregressive Conditional Heterocedasticity

GARCH Generalized Autoregressive Conditional Heterocedasticity
GBM Geometric Brownian Movement

MRT Mean Reverting Tendency

APT Arbitrage Price Theory

ARIMA Autoregressive Integrated Moving Average

AFRIMA Autoregressive Fractionally Integrated Moving Average
AR1 First Order Auto-regressive

ST-FRSR State Transition-fitted Residual Scale Ratio

DNPM Departamento Nacional de Producéao Mineral
COMEX Commodity Exchange of New York

LME London Metal Exchange

ADF Augmented Dickey-Fuller

BDS Brock, Dechert, Scheinkman and LeBaron
1D Independente e identicamente distribuidos

UFMG Universidade Federal de Minas Gerais



SUMARIO

LINTRODUGAOD ...t e e 15
1.1 JUSHIFICAtIVA . e 17
1.2 Objeto de EStUdO ......cooooieeeeeeee 19
1.3 Delimitac@0o dO EStUdO.......couuniiiee e 20
1.4 Problema de PeSQUISA..........uuiiiiiiiiiic et 22
1.5 Objetivos de PesquiSa ........ccoooiioiiiieieeeeee e 23

1.5.1 Objetivo Geral ... 23
1.5.2 Objetivos ESPECIfiCOS ....uuuuuiiii i 23
1.6 Caracterizagdo da PeSqUISA ...........coeviiiiiiiiiii et 24
1.7 Estrutura da PesquiSa ............oo oo 26

2 ASPECTOS SOBRE A MODERNA TEORIA DE FINANCAS ... 28
2.1 Pressupostos da Moderna Teoria de FInangas ...........cccooovvvieeiiiiiiieeeeeeiieeeees 28
2.2 Padrdes Estocasticos de Comportamento de Pregos...........ccooovvveviiiceeeeeeenn. 29

2.3 Teorias Utilizadas em Analise de Séries Temporais com Base em Linhas

Tradicionais da Contabilidade Financeira.............ccccoveeiiiiiiii e 31

S FRACTAIS E COBRE .....utiiiiiiieei ettt e e e eeaeas 37
3.1 Teoria doS Fractais .........cooo i 37
3.1.1 Definigdo e CaracteristiCas ..........coouveieiiiiiiiiee e 37

3.1.2 Analise Distintiva Entre Teoria dos Fractais, Caos, Complexidade e Nao-
T aToT= Ty T =T L= TR 41

3.1.3 Levantamento de Evidéncias de Fractalidade em Informagdes Financeiras

........................................................................................................................... 44
3.2 COMMOMILY CODIE ....uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 55
3.2.1 ASPECIOS GEIAIS.....cceeviiieieiiiie et
3.2.2 Analise do Minério de Cobre no Contexto Mineral Brasileiro ..................
4.1 Técnica de PeSQUISA.........coeiuiiiiiee et e e e e e e e eeeeees 59
A @ T I = To [ 1 RSP 60



4.2.2 Analise Historica de Eventos que Tenham Demonstrado Influéncia

Sistematica Sobre a Determinacao de Pregos do Cobre..........ccccooeeeviiiiiinnnnnnnnn. 63
4.3 Estatistica Descritiva da Série Temporal ..........cooooeiiiiiiiiiee e, 65
4.4 Testes Estatisticos Aplicados para Detectar Evidéncias de Fractalidade........ 67

4.4.1 NOIMAldAdE.........uuiiiiiii e 68

4.4.2 LINCAINAAAE ......ueieee et aaeeeanees 69

4.4.3 Persisténcia de MemoOria..........ooooiiiiiiiiiiiee e 70

4.4.4 EStacionaridade ..........oooeiiiiiiii e 72

4.4.5 Analise dos Resultados Esperados............c.uoeeeiiiiiiieiiiiiiieeeeeeceeeeeeee e 72
4.5 Modelo Utilizado para Projecao de Pregos.........ccoovviieiiiiiiiieeeeieeeeeee e, 73

I Ry = 1 I 1N I L 1 76
5.1 Resultados dos Testes EstatistiCos .........oouvvviiiiiiiiiiici e, 76

ST 0t T [T 0 =1 T F= T [ 76

o I [ T 4 T =T = 77

5.1.3 Persisténcia de Memoria..........ccooo i 78

T I =3 = o o o =T o F= o [ 79

5.1.5 Analise Geral dos ResSultados ............uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiees 80
5.2 Resultado da Projecao de Precos com Base no Modelo Unifractal................. 81

5.2.1 Analise Comparativa Entre a Projecdo e @ Amostra ..............eevvvevievvennnnee. 83

B CONCLUSODES ... e, 87



15

1 INTRODUCAO

Tendo como base o argumento no qual a contabilidade possui como objetivos
o reconhecimento, a mensuragdo e a evidenciacdo dos fatos que provocam
alteracdes no patrimdnio das entidades, incluindo a analise dos fenbmenos ocorridos
e do potencial uso dos impactos de decisdes e antecipacdes de resultados futuros, é
possivel compreender a contabilidade em sua forma mais completa, na qual
desperta para as inuUmeras possibilidades de contribuicdo a sociedade e ao seu

desenvolvimento.

A contabilidade, entdo, ndo apenas “olha pelo espelho retrovisor”, ela se
fortifica, na medida em que aumenta sua capacidade preditiva, ou seja, de contribuir
para decisbes tomadas no presente, com base na antecipacdo de informacgdes

contabeis futuras.

Esta dissertacdo versa sobre o estudo do comportamento dos precos da
commodity cobre, seus determinantes e impactos para a proje¢cao de receitas e

avaliacao de investimentos com base na teoria dos fractais.

A questdo de pesquisa de comportamento de pregcos de commodities € um
assunto que vem sendo ostensivamente discutido pela comunidade académica
internacional desde a década de 1980 (WATKINS; MCALEER, 2004), tendo sido
encontrados estudos desde a década de 60 (MANDELBROT, 1963). Constata-se na
literatura do assunto, que pesquisas realizadas nos ultimos 25 anos alternaram-se
entre analises empiricas que enfocam o risco e a volatilidade do comportamento dos

precos dessas commodities.
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Sob este enfoque (risco e volatilidade), desenvolveram-se uma diversidade de
estudos no que tange aos aspectos tedricos nos quais as pesquisas empiricas foram
embasadas, como por exemplo: a teoria dos estoques (FAMA; FRENCH, 1987), a
analise da volatilidade de curto e longo prazo (MCMILLAN; SPEIGHT, 2001), testes
para analisar a hipotese de eficiéncia dos mercados de commodities
(CHOWDHURY, 1991) ou ainda sob a ética do CAPM, modelo de precificacdo de

ativos de capital, no trabalho de Chang et al (1990).

No Brasil, sdo poucas as pesquisas realizadas sobre comportamento de
precos de commodities, e quase a totalidade dos estudos encontrados na revisao
bibliografica enfoca o estudo de commodities agricolas. De fato, sdo raras as
publicacbes que abordam o estudo de comportamento de precos de commodities
minerais, como a realizada por Castro e Rossi Jr. (2000), na qual foi estudado o
comportamento dos precos de exportacdo de commodities brasileiras, inclusive
minério de aluminio e de ferro, a partir de modelos vetoriais auto-regressivos (VAR),

sob a influéncia de variaveis exdgenas como demanda e taxa LIBOR.

No centro deste cenario, duas observagdes fazem-se relevantes. Em primeiro
lugar, a constatagao de que existe uma lacuna de pesquisas no Brasil, voltadas para
a analise e compreensao dos movimentos mundiais de precos de minérios. Nesse
sentido, deve-se observar a necessidade deste tipo de estudo para a obtencéo de
maior precisdo em projecao de receitas, aspecto fundamental para avaliagédo de
viabilidade de projetos de investimento em mineragdo, na determinagdao do valor
justo de ativos, no estudo da avaliagédo de uma empresa, entre outros aspectos. Em
segundo lugar, mas ndo menos importante, analisando a literatura internacional
sobre o assunto, constata-se que nao existe uma abordagem ou unica teoria que

expligue o movimento de precos de commodities. Cada uma das pesquisas
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existentes sobre o0 assunto aborda uma face aproximativa da realidade,
notadamente no que tange a delimitagdo da amostra e a expectativa de relevancia

tedrica que explique a observagado empirica realizada (DEMO, 1995).

Adicionalmente, percebe-se através da literatura analisada, que na medida
em que teorias ou novas abordagens matematicas foram desenvolvidas, estas foram
utilizadas como referéncia para o desenvolvimento de novos estudos sobre
comportamento de precos commodities, a exemplo do modelo GARCH que se
tornou uma técnica dominante para modelagem de volatilidade em retorno de ativos

(MCMILLAN; SPEIGHT, 2001).

Neste processo dindmico, pode-se citar o desenvolvimento de teorias
alternativas originalmente desenvolvidas por outras areas da ciéncia, e
posteriormente testadas em mercados financeiros, a exemplo da teoria dos
fractais, abordagem aplicada nesta pesquisa, apds ter sido aplicada com éxito em
estudos envolvendo comportamento de precos de agdes, conforme Mandelbrot e

Hudson (2004, p.207) asseveram:

O grau de encaixe, como é chamado o resultado compativel com as
expectativas de um modelo, varia — a exemplo do que geralmente ocorre em
pesquisa estatistica. As agbes da Archer Daniel Midlands, Lockheed
Motorola e UAL foram exemplos de multifractais tipicos [...].

Sobre este assunto Hayashi (2002, p.7) argumenta:

A modelagem mateméatica através dos fractais produz resultados que
acompanham as mudangas reais nos pregos de uma maneira mais precisa
e explica o comportamento do mercado nos momentos de maior
volatilidade.

1.1 Justificativa
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Duas foram as motivagdes para a confecgcao desta pesquisa.

Em primeiro lugar, a capacidade deste estudo se constituir em uma
contribuicdo a discussdo sobre a importancia da utilizacdo de premissas
consistentes na valoracdo de investimentos. Acredita-se que na medida em que
forem identificados mecanismos que possibilitem as projecdes de precos futuros de
commodities minerais e do entendimento do comportamento dos precos passados
sera possivel avaliar com maior precisdo e melhorar o processo decisério. Esse
entendimento tera como consequéncia a minimizagcdo dos aspectos subjetivos que
permeiam as proje¢des em analise de projetos de investimento e em avaliacéo de
empresas, o que podera contribuir para aumentar a credibilidade dos investimentos

realizados no Pais, com consequente reflexo no desenvolvimento nacional.

Configura-se neste trabalho uma perspectiva real de se agregar conteudo ao
conhecimento ja divulgado, a partir da analise do comportamento de precos da
commodity cobre sob a 6tica da teoria dos fractais. Sobre a importancia da teoria

dos fractais em mercados financeiros, Hayashi (2002, p.63) define:

A importancia da geometria dos fractais € que ela possibilita um modelo
genérico o suficiente para reproduzir os padrdes que caracterizam os
mercados de baixa volatilidade da teoria do portfélio (uma alusdo a
Markovitz) assim como as situagcdes tumultuadas de maior volatilidade, com
quedas ou subidas rapidas e elevadas. Um método previamente descrito
para se criar um modelo fractal de pregos pode ser alterado para mostrar
como a atividade dos mercados pode se tornar mais veloz ou mais lenta - a
esséncia da volatilidade.

Acrescente-se a esta primeira motivagdo, a pouca quantidade de pesquisas
publicadas no Brasil sobre o assunto e a perspectiva de discutir os principais
estudos realizados em nivel mundial, em suas varias abordagens tedricas e
estatisticas, o que permite a realizacdo de uma analise comparativa, tendo como
ponto principal a evolugcdo das abordagens tedrico-empiricas sobre o

comportamento de pregos ao longo dos anos.
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Esta pesquisa, portanto, contribui para a area da contabilidade financeira,
notadamente para pesquisadores e profissionais da area de avaliagdo de projetos,
tanto de maneira teodrica, fornecendo subsidios para novas pesquisas e discussdes
sobre o tema, como de maneira pratica, com a possibilidade de aplicagao direta dos

resultados desta pesquisa na avaliagao de novos projetos de investimento.

A segunda motivagao relaciona-se com a perspectiva de novos negécios de

mineragao no pais. Conforme as observacgdes de Dall’Agnol (2005, p.1):

A expressiva contribuicdo do setor mineral para a economia do Pais,
funcionando como grande gerador de divisas, com saldo para a balanga de
pagamentos, excetuando petroleo e gas, de US$ 7,8 bilhdes em 2003 e
US$ 10,4 bilhées em 2004, e o reconhecimento de sua importancia para
sustentar o crescimento econdmico, voltou a coloca-lo em destaque, depois
de anos de relativo esquecimento pelo governo. O setor mineral foi
considerado prioritario pelo PPA para o periodo de 2004-2007 e dirigentes
do Ministério de Minas e Energia tém sinalizado no sentido de uma
mudanga de rumos, enfatizando a importancia de criar condigbes para o
fortalecimento do setor mineral e para a viabilizagdo de novo ciclo de
geracao de jazidas e projetos de mineragéo.

E possivel perceber a importancia de se acompanhar a tendéncia de
crescimento que se configura no Pais, através dos suportes tedrico e pratico
fornecidos pela pesquisa académica, uma vez que 0S recursos minerais nao sao
recursos renovaveis e o “[...] aproveitamento econdmico dos minérios deve ser
precedido de avaliagao criteriosa de sua viabilidade e importancia para a sociedade

como um todo” (DALL’AGNOL, 2005, p.2).

1.2 Objeto de Estudo

Com base nas consideragdes anteriores, o objeto deste estudo sido os
precos da commodity minério de cobre, observados por meio de séries historicas e

analisados sob a dtica da teoria dos fractais. Estes precos ndo sido definidos ou
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negociados no Brasil, sdo padrdes mundiais ditados pela London Metal Exchange -
LME, pela Commodity Exchange of New York — COMEX e pela Shangai Stock
Exchange - SSE. Juntas, as trés instituicdes sao responsaveis pela totalidade de
transagcdes de contratos futuros de cobre negociados no mundo (WATKINS;

MCALEER, 2004).

Na secao 3 dessa dissertacdo sera feita uma analise mais aprofundada

sobre o produto utilizado nessa dissertagao.

1.3 Delimitacéo do Estudo

Tém-se neste estudo duas delimitagdes. A primeira, refere-se a escolha da
abordagem tedrica. A segunda diz respeito a escolha do objeto de analise, que sera
a oscilagcédo dos pregos da commodity cobre no mercado mundial. Sobre a primeira,
a escolha decorreu de uma pesquisa exploratéria prévia realizada (MATIAS; SILVA;
VIEIRA, 2005), na qual o comportamento de uma série com 808 observagdes diarias
do periodo compreendido entre setembro de 2001 e dezembro de 2004 de precos
de minério de cobre assumiu as seguintes caracteristicas: a série ndo se mostrou
estacionaria; os precos correntes se mostraram influenciados por pregos passados;
a distribuicdo ndo assumiu um padrao de distribuicdo normal; e algumas evidéncias

de nao-linearidade.

Estas caracteristicas vao de encontro as premissas assumidas nos principais
tipos de movimento de commaodities, seja 0 movimento na forma de passeio aleatério
ou browniano, assumindo um comportamento geométrico ou de tendéncia de

reversdo a média (DIXYT; PINDYCK, 1993). As premissas, de que as séries
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temporais atendem a propriedade de Markov' e assumem uma curva de distribuicéo
normal das variaveis, ndo foram observadas. Chowdhury (1991) observou em seu
trabalho que as séries de precos utilizadas ndao se mostraram estacionarias,
portanto, os procedimentos estatisticos convencionais ndao sdo adequados para
explicar o comportamento dos precos. Estes fatos estimulam a utilizacdo de teorias
alternativas para explicar o comportamento de precos, como € o caso da teoria dos

fractais, objeto deste estudo.

Com respeito a delimitagdo do objeto do estudo, a partir das séries historicas
de precos do cobre, isso ndo desmerece a pesquisa. Entende-se que a analise do
comportamento dos precos de um ativo € importante, sob o ponto de vista de sua
utilidade para a previsao de receitas futuras, analise do comportamento passado de
uma série de precos e estudo do preco histérico de um produto. Nesse sentido a
pesquisa € inovadora, pois vai além da analise de risco e volatilidade, enfoques

geralmente utilizados em pesquisas realizadas sobre o tema.

Adicionalmente, faz-se mister delimitar objetivamente o estudo. A escolha por
este metal se deu em funcéo de trés aspectos: 1) da possibilidade de expanséo da
pesquisa exploratdria ja realizada pela autora; 2) do relevante crescimento da
importancia do minério de cobre para a economia mineral brasileira; e, 3) da
disponibilidade dos dados para estudo, uma vez que este metal € negociado em

bolsa.

Com relacao a frequéncia e o numero de observacdes a serem utilizadas, a
literatura ja publicada sobre o tema nao apresenta consenso, sendo observada

frequéncias que variam de observacdes intradiarias a anuais, com numero de

! Esta propriedade assume que a probabilidade de distribuicdo para xi.; depende exclusivamente de
X; € ndo do que aconteceu anteriormente a x;, ou seja, somente o valor presente é relevante para
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observagdes entre 50 e 10.000. Entretanto, aparentemente o trabalho pioneiro de
Mandelbrot (1963) estabeleceu um parametro de que as séries historicas devem ser
longas o suficiente para permitir captar a existéncia de fractalidade, objeto desse
estudo. Por essa razdo, para este estudo foi utilizada uma série histérica com 32
anos de observagodes diarias de precgos spot do periodo compreendido entre 1974 e
2005, razoavel para a série incorporar as mudancas ocorridas no cenario mundial da
industria de mineragao de cobre. Isso significa dizer que esse trabalho utilizou quase

oito mil observacgdes de precos do cobre.

1.4 Problema de Pesquisa

As informagdes para o processo decisorio em avaliagdo de projetos de
investimento, notadamente os que se baseiam em fluxo de caixa descontado, devem
ser analisadas de forma critica em relagdo a definicdo das premissas basicas que
suportarao a projegao dos resultados. Sobre este aspecto, Perez e Fama (2002, p.7)
analisam que “por trabalhar com expectativas futuras, naturalmente, observa-se que
a grande dificuldade deste método (fluxo de caixa descontado) esta em prever com

exatidao e antecedéncia, o comportamento futuro destas (sic) relevantes variaveis”.

Neste sentido, definir a receita futura € uma etapa importante e delicada do
processo. De acordo com Dolabela (2005), entre os fatores que afetam a receita,
podem ser citados a demanda do mercado e previsdo de vendas; a capacidade

instalada; o retorno financeiro planejado e esperado do negdcio; e o prego de venda.

prever o futuro. A propriedade de Markov é importante pois simplifica a analise de um processo
estocastico.
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Logo, a receita como uma fungao do preco de venda, €, em maior ou menor
grau, dependente de fatores exdgenos a empresa, e esta dependéncia se agrava se
o principal produto dessa empresa for uma commodity. Assim, a questao basica que

motiva esta pesquisa é:

E possivel projetar pregos futuros de determinado ativo commodity, com base
na teoria dos fractais, de forma a verificar se esta projegcao responde com precisao,
sob a dtica da semelhanca estatistica, no que diz respeito a consisténcia das

projecoes?

1.5 Objetivos de Pesquisa

1.5.1 Objetivo Geral

Analisar com qual precisdo podem ser projetados no futuro pregos da
commodity cobre, identificando o padrdao de comportamento do movimento destes
precos ao longo do tempo, determinando, com fundamento na teoria dos fractais,

uma equacao que explique este movimento.

1.5.2 Objetivos Especificos
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- Descrever as caracteristicas dos estudos realizados sobre comportamento
de precos no mercado financeiro, avaliando se existe uma predominancia de

metodologia;

- Analisar a commodity cobre com o objetivo de identificar se existe um
conjunto de eventos, que, ao longo dos ultimos anos, tenham demonstrado

influéncia sistematica sobre a precificacdo destes ativos;

- |dentificar, através da literatura existente, os testes estatisticos adequados

para de deteccao de propriedades fractais em séries financeiras.

1.6 Caracterizacao da Pesquisa

A abordagem metodolégica desta pesquisa é positivista, na medida em que
estd orientada para a descoberta de leis da realidade (DEMO, 1995, p.159).

Fundamenta-se no pensamento de Popper (1999, p.30), de que:

[...] tudo quanto pode ser possivelmente ‘positivo’ em nosso conhecimento
cientifico, s6 é positivo até onde certas teorias, em certos momentos do
tempo, sejam preferidas a outras, a luz da discussao critica, que consiste
em refutagdes tentadas, inclusive testes empiricos [...].

Ainda, seguindo a linha de pensamento de Popper de que a teoria cientifica
sera sempre conjectural e provisoria, esta pesquisa podera ter o status de
apresentar uma nova abordagem para o tema estudado, enquanto ainda nao
contrariada pelos fatos, a exemplo das pesquisas anteriores realizadas sobre o
tema. Mas, sobretudo, corre-se o risco de que durante este processo de analise

entre a teoria e as observacgdes realizadas, fiqgue comprovada a falsidade da teoria,
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pois conforme Popper (1999, p.23) declara “s6 a ‘experiéncia’ pode nos ajudar a

decidir sobre a verdade ou falsidade de asserg¢des factuais” (grifo no original).

Este € um estudo empirico com carater eminentemente quantitativo e
objetivamente incrementalista, na medida em que busca relagbes entre variaveis
com a finalidade de permitir a modelagem de uma equagao capaz de explicar uma
observagado empirica, no caso, a oscilagao de pregos da commodity cobre, a partir

da aplicacdo de uma nova teoria.

Esta suportado em pesquisas bibliografica e exploratéria. A importancia da
revisao bibliografica consiste no fato de que todo enunciado observacional, conforme
Popper (1965) apud Demo (1995, p. 153), deve ser sempre interpretado “[...] a luz de

teorias [...]".

A pesquisa exploratéria constituiu-se em um elemento-chave para este
trabalho, uma vez que proporcionou maiores informagdes sobre o tema e serviu
como uma etapa preliminar para a motivagao da realizagdo da pesquisa. Segundo
Andrade (2005), a pesquisa exploratéria complementada pela bibliografica € aquela
que visa descobrir novas idéias e dar um novo enfoque para o trabalho pesquisado.
Tem a finalidade de definir os objetivos de um trabalho, facilitar a delimitagédo de um

tema e se constitui em uma fase preparatoria para outro tipo de pesquisa.

Ainda, de acordo com os objetivos propostos para esta pesquisa, percebe-se
seu carater explicativo, a qual tem por finalidade “[...] aprofundar o conhecimento da
realidade, procurando a razao, o ‘porque’ das coisas [...]” (ANDRADE, 2005, p.125)

(grifo no original).

Neste trabalho, portanto, a pesquisa exploratoria realizada inicialmente

motivou o aprofundamento na pesquisa sobre o tema. Quando completada pela
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revisao bibliografica, subsidia a realizacdo da analise empirica dos dados, a partir do

que, é possivel alcangar os objetivos geral e especificos propostos inicialmente.

1.7 Estrutura da Pesquisa

Esta pesquisa esta estruturada em seis secdes, conforme se pode observar

no detalhamento que segue.

A secdo 1 descreve a |justificativa, o objeto de estudo, os paréametros
considerados no trabalho, o problema de pesquisa, os objetivos geral e especificos,

os aspectos metodoldgicos e a estrutura desta pesquisa.

As segdes 2 e 3 tratam da revisdo de literatura, abordando as teorias e
metodologias utilizadas para analise de séries temporais, com aprofundamento
maior ao estudo da teoria dos fractais. Nesta etapa do trabalho, quando possivel, é
dada énfase para as pesquisas que utilizaram séries temporais de commodities

minerais, notadamente minério de cobre.

A secdo 2 tem como objetivo resgatar os principais aspectos da moderna
teoria de finangas, e esta subdividido em trés segdes: 1) pressupostos da moderna
teoria de finangas; 2) padrdes estocasticos de comportamento de precos, os quais
tem em comum o fato de assumirem que o comportamento de séries temporais de
ativos financeiros segue padrdo aleatorio; e, 3) breve resgate de trabalhos
desenvolvidos em linhas tradicionais da contabilidade financeira, embasados em
teorias como, por exemplo: a teoria dos estoques, a hipotese de eficiéncia dos

mercados e o CAPM.
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A secédo 3 é destinada ao objeto desta pesquisa: precos do minério de cobre e
estudo da teoria dos fractais. Na primeira subsecao é estudada a teoria dos fractais,
sua definicdo e principais caracteristicas; a analise distintiva entre os conceitos da
teoria dos fractais e da teoria do caos, as quais freqientemente se confundem; e as
evidéncias teorico-empiricas geradas em pesquisas sobre a presenca de

fractalidade em séries temporais de precos de ativos.

A segunda subsecdo é destinada a uma analise do minério de cobre, no

contexto mineral brasileiro.

A secdo 4 aborda a técnica e os dados, descreve 0s eventos que
influenciaram no prego do minério, os testes estatisticos utilizados para deteccéo de
fractalidade e o modelo identificado para a proje¢cao de valores, tendo como base a

série temporal em estudo.

As secdes 5 e 6 sao destinadas para a discussao dos resultados da pesquisa

e conclusoes, respectivamente.
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2 ASPECTOS SOBRE A MODERNA TEORIA DE FINANCAS

A importancia da secao 2 para esta pesquisa consiste no fato de que para
entender melhor a teoria dos fractais € imprescindivel formar uma idéia geral das
teorias financeiras tradicionais e os impactos destas linhas de pensamento na

analise do comportamento de precos de ativos financeiros.

2.1 Pressupostos da Moderna Teoria de Finangas

Uma das possiveis explicacdes para o aparente baixo numero de pesquisas
na area fractal (MANDELBROT; HUDSON, 2004, p.242) é a contradi¢gao que a teoria
dos fractais faz com a Hipdtese de Eficiéncia dos Mercados — EMH. Assim, torna-se

importante para esta pesquisa retomar as principais caracteristicas da EMH.

A EMH estd calcada em alguns dos seguintes pressupostos (vide, por

exemplo: FAMA, 1970 [texto original], CARDOSO; MARTINS, 2004):

- 0s precos atuais sao independentes dos precos de ontem, pois toda

informacéao disponivel ja foi processada e incorporada a estes pregos;

- o0s investidores sao considerados individuos racionais que estdo sempre em
busca da maximizacdo de retornos, a partir do conhecimento de toda informacéao

publica disponivel,
- 0s negociadores estdo a par das mudangas que ocorrem no ambiente;

- 0S pregos sao justos;
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- 0 mercado tende a permanecer em equilibrio, na medida em que sempre

existirdo vendedores e compradores; e,

- toda nova informacao impacta diretamente e de mesma maneira o mercado

e seus participantes.

Sobre o comportamento de precos de ativos financeiros para a EMH, sdo do
tipo passeio aleatério, o qual assume um padrdao de saltos de crescimento e

decrescimento constantes de mesma probabilidade.

Outro fato particularmente importante em analise de séries temporais € a
pressuposicao de que as variaveis assumem um padrao de distribuicdo normal. Esta
hipétese afeta diretamente o componente “risco”, uma vez que na distribuicdo
gaussiana a probabilidade de ocorréncia de picos de precos acima ou abaixo de trés
desvios padrdes é de 0,5%, quando na realidade, esse percentual pode ser bem
maior. Peters (1994, p.26), analisando uma série temporal do indice Dow Jones com
103 anos, atestou que a parcela de picos de precos que ultrapassavam trés desvios

padrdes no periodo foi de 2,4%.

2.2 Padrdes Estocasticos de Comportamento de Precos

Na sequUéncia desta analise, faz-se interessante realizar o detalhamento das

principais formas estocasticas de comportamento de precos.

Conforme Dixit e Pindyck (1993) os processos estocasticos podem assumir
um comportamento estacionario, quando as propriedades estatisticas média e

varidncia da variavel x se mantém constantes no tempo, ou nio estacionario,
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quando o valor esperado da variavel x crescer sem limites, e a variancia aumentar

com t.
Sao exemplos de processo estocastico:

1) comportamento tipo “passeio aleatério” (random walk), estacionario, ou
nao, em tempo discreto ou continuo, no qual a variavel x assume um padrao de

saltos de crescimento e decrescimento constantes de mesma probabilidade;

2) se este comportamento apresentar uma tendéncia, sera classificado como

“passeio aleatorio com tendéncia” (random walk with drift);

3) outro exemplo de processo estocastico € o processo auto-regressivo de
primeira ordem, denominado AR(1). Este processo é adicionalmente referido como
um processo de reversdo a média (mean reverse), pois no longo-prazo x; tende a

um valor constante.

Os comportamentos acima descritos, de passeio aleatério, em tempo discreto
ou continuo, com ou sem tendéncia e o processo AR(1) satisfazem a propriedade de

Markov, e em funcao disto também sdo chamados Processos de Markov.

4) movimento browniano ou Processo de Wiener, € um processo estocastico
em tempo continuo ndo estacionario, que assume trés importantes propriedades: a)
€ um processo de Markov; b) possui incrementos independentes de mudanga ao
longo do intervalo de tempo; e ¢) mudangas no processo em qualquer momento de
um intervalo finito assumem uma distribuicdo normal, no qual a variancia cresce
linearmente com o tempo. Dixit e Pindyck (1993) asseveram que estas condigbes
sdo restritivas e sugerem que muito poucas variaveis no mundo-real podem
realmente ser modeladas com base no movimento browniano, a menos que se

facam adaptacdes no modelo.



31

5) adaptando o modelo browniano original, € possivel descrever 0 movimento

browniano com tendéncia e o movimento browniano generalizado.

Ainda segundo Dixit e Pindyck (1993), derivam-se dois casos particulares de
comportamento a partir do conceito de movimento browniano: a) Movimento

Browniano Geométrico - GBM; e b) Tendéncia de Reversao a Média - MRT.

No GBM, assume-se uma distribuicdo lognormal. Enquanto no GBM os
precos tendem para longe do ponto de partida, no MRT, ainda que os pregos subam
e desgam aleatoriamente, no longo prazo, tendem a voltar para o custo marginal de
producdo. O processo simples de reversdo a média também é denominado

Processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Estes sdo os principais tipos de padroes de comportamento de precos
observados em séries financeiras, nos quais estdo embasadas as pesquisas que

tem como base linhas tradicionais da contabilidade financeira.

2.3 Teorias Utilizadas em Andlise de Séries Temporais com Base em Linhas

Tradicionais da Contabilidade Financeira

Esta secdo é destinada a um breve resgate de trabalhos desenvolvidos em
linhas tradicionais da contabilidade financeira. Sobre a revisao bibliografica do tema,
vale ressaltar que os estudos realizados sobre o assunto evoluiram com o tempo.
Teorias e ferramentas estatisticas abordadas na década de 80 diferem de
abordagens da década de 90 e década atual. Assim, estdo descritas pesquisas
recentes e nem tdo recentes sobre o objeto de estudo deste trabalho, todas

importantes para o entendimento geral do assunto.
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Fama e French (1987) embasados na teoria do estoque desenvolveram
uma pesquisa com 21 commodities, entre as quais, cobre, ouro, platina e prata, a fim
de identificar alguns elementos que influenciavam nos pregos futuros. Em um
primeiro momento do estudo, os autores determinaram uma equacao linear na qual
a dependente “precos futuros” era fungédo dos “precos a vista”, da “taxa de juros” e
de uma variavel dummy, para identificar se o produto possuia sazonalidade. O
modelo mostrou baixa capacidade de previsdo para os metais analisados. No
segundo momento do estudo, foi estabelecida uma nova equagdo linear cuja
dependente “precos de contratos futuros” era fungéo dos “precos a vista” mais um
“prémio pela expectativa de variacdo no tempo”. O modelo demonstrou evidéncias
da influéncia das expectativas de prémio, mas nao se mostrou estatisticamente
significante quando testado para o cobre, ouro e platina, e se mostrou “confuso” para

0 minério de prata.

Utilizando a abordagem do CAPM, Chang e al (1990), analisaram se
investidores em contratos futuros de trés metais (cobre, platina e prata) receberam,
durante o periodo analisado (1964-1983), uma recompensa média proporcional ao
risco do contrato. Neste estudo, foram comparados o risco e o retorno dos ativos
commodities com o retorno do mercado de agdes e titulos sem risco. Como
resultado, os autores observaram que os contratos futuros eram consistentemente
mais arriscados do que o mercado de agdes e os titulos do governo, e que estes
contratos, como regra geral, nao tinham sido bem compensados pelo mercado.
Adicionalmente, observaram que existe uma relagao negativa entre o beta e o tempo
de maturidade do contrato, comprovando que o risco sistematico de um ativo com

vida limitada € uma fung¢ao da vida remanescente deste ativo.



33

Chowdhury (1991) examinou a hipétese de eficiéncia dos mercados para
quatro metais nao-ferrosos (cobre, chumbo, estanho e zinco) a partir da teoria da
cointegracdo. O autor assevera que os procedimentos estatisticos convencionais
nao sao apropriados para testes de eficiéncia, pois as séries financeiras de precos
geralmente ndo sao estacionarias, provocando viés nos resultados estatisticos. A
revisdo de literatura realizada no estudo conduzido por Chowdhury (1991) indicou
que os estudos prévios realizados sobre o tema ndao demonstraram consisténcia,
alternando os resultados entre os que suportaram, ou nao, a hipétese de eficiéncia
para os mercados de metais. Nao foram observados nestes estudos prévios, testes
para estacionaridade das séries de pregos. A abordagem do estudo de Chowdhury
(1991) foi analisada sob duas formas diferentes. Primeiramente, foi determinado se
ambos os precos futuro e spot do mercado de uma commaodity, sdo cointegrados
com os mesmos pregos futuro e spot de mercados de outras commodities. Neste
caso, a cointegracgao entre dois ativos diferentes em dois mercados diferentes indica
que um mercado € influenciado por outro, demonstrando ineficiéncia. Em um
segundo momento, testes para cointegracdo foram conduzidos entre pregos spot e
futuro de cada um dos quatro mercados analisados. Assim, considerando que a
hipotese de eficiéncia de mercado pressupde que ambos o0s pregos, spot e futuro,
devem seguir a mesma tendéncia, variando na mesma dire¢cdo, os pregos spot e
futuro devem ser cointegrados quando analisado um unico mercado. Os resultados
encontrados pelo autor sugeriram a nao rejeicdo da hipdétese nula de que ha
cointegracao entre os diferentes mercados analisados, e adicionalmente, de que n&o
ha um vetor de cointegragdo envolvendo os precos spot e futuro de um mesmo
mercado, ou seja, a rejeicdo da hipotese de eficiéncia para o mercado das quatro

commodities.
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McMillan e Speight (2001) analisaram a volatilidade de precos diarios de seis
metais nao-ferrosos no periodo compreendido entre 1971-2000, desmembrando a
volatilidade em curto e longo prazos. Sob esta abordagem, objetivaram isolar alguns
fatores que contribuem para a volatilidade de curto prazo, como movimentos
especulativos, chegada de novas informagdes e posicbes de hedge, e fatores
fundamentais, que contribuem para a volatilidade no longo prazo, como a
disponibilidade fisica dos produtos e as leis de demanda e oferta. Esta
decomposicdo em curto e longo prazo foi possivel com a utilizagdo de um modelo
GARCH modificado, chamado component-GARCH ou CGARCH. Os resultados
demonstraram que, a meia vida de choques de volatilidade de curto prazo
direcionada pelo mercado, tipicamente, ndo se estende além de oito dias, enquanto
a meia vida média de choques de volatilidade de longo prazo, provocados por
fatores fundamentais, € de cerca de 190 dias, tal que a volatilidade do preco dos
metais € apenas lentamente revertida a média. Encontraram-se evidéncias de que
existe um vinculo entre a volatilidade dos metais, uma tendéncia dirigida em primeiro
momento pelos pregos do aluminio e em um segundo momento pelos precos do
cobre. Mais especificamente, a volatilidade dos pregos de longo-prazo, enquanto
exibe uma memodria de longo-prazo, de fato € estacionario e possui tendéncia de

reversio a média.

Considerando a analogia existente entre o comportamento de séries
historicas de pregos de commodities e o comportamento de outros ativos financeiros,
destacam-se as pesquisas sobre risco e volatilidade de séries historicas
desenvolvidas de Alexander (1998; 1999). Em trabalho publicado, Alexander (1998)
faz uma retrospectiva das metodologias utilizadas para analise do risco e volatilidade

de comportamento de pregos, no qual avalia os métodos de estimagdo por
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correlagdo entre séries, particularmente os métodos equally weighted historic
method e exponentially moving average method, e metodologia de modelagem com
base em modelos GARCH. Alexander (1999) publicou um artigo, no qual apresenta
as bases tedrica e matematica sobre o uso da teoria da cointegracdo para
precificagdo, hedge e negociacado de portfolios de ativos financeiros. Apresenta a
metodologia como poderosa ferramenta de modelagem econométrica de séries
temporais multivariadas, a qual prové a capacidade de captagdo e modelagem de
dindmicas de curto e longo prazo. A teoria da cointegragao ja tinha sido aplicada
(conforme observado nesta revisao bibliografica) para testar a hipétese de eficiéncia
de mercados (CHOWDHURY, 1991) e a hipétese de expectativas ndo tendenciosas
(unbiased expectations hypotheses), a qual prevé que o prego de contratos futuros é
igual as expectativas do prego spot previsto para a data da entrega do ativo, e que
estas expectativas sdo formadas racionalmente (KREHBIEL; ADKINS, 1993). Apesar
disto, Alexander (1999) inovou utilizando a cointegragdo diretamente em séries
temporais nao-estacionarias, o que possibilitou, por exemplo, seu uso em séries

temporais de precos de commodities.

O levantamento de pesquisas realizado nesta secdo pode ser resumido

conforme quadro 1.

Autor Embasamento |Objetivo da Pesquisa| Ferramenta Resultados
Tedrico Estatistica
Fama e French Teoria dos Identificar elementos Equacdes Baixa capacidade de
(1987) Estoques que influenciam em Lineares previsdo, tendo sido
precos futuros de 21 alguns resultados
commodities. “confusos” e outros
nao-significantes.
Chang e al CAPM Verificar se Comparacao Concluiram que
(1990) investidores em entre risco e contratos futuros de
contratos futuros de retorno de commodities sdo mais
cobre, platina e prata commodities, | arriscados que agdes
receberam acgoes e titulos |e, na média, nao foram
recompensa média livres de risco. adequadamente
proporcional ao risco remunerados.
do contrato.
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Chowdhury Hipotese da Examinar a eficiéncia | Fundamentado Comprovou a
(1991) Eficiéncia dos dos mercados para | na cointegragao existéncia de
Mercados quatro metais ndo- cointegragao entre os
ferrosos: cobre, mercados, indicativo
chumbo, estanho e de nao-eficiéncia.
zinco.
Alexander - Realizar uma Varias, com Constatou que os
(1998) retrospectiva de introducao dos | modelos GARCH sao
metodologias utilizadas|modelos GARCH melhores para
para analise de risco e predicao.
volatilidade de ativos
financeiros.
Alexander - Apresentar a teoriada | Cointegragao Concluiu que a
(1999) cointegragdo como ferramenta possui
ferramenta para capacidade de
modelagem de séries captagédo e modelagem
multivariadas. de dindmicas de curto
e longo prazo em
séries nao-
estacionarias.
McMillan e - Isolar fatores que GARCH Detectaram evidéncias
Speight (2001) contribuam para a de que existe um
vinculo entre a

volatilidade de curto e
longo prazo de seis
metais ndo-ferrosos.

volatilidade dos metais.
Que as séries sao de
fato, estacionarias e
possuem tendéncia de
reversao a média no

longo-prazo.

Quadro 1: Resumo de Pesquisas Sobre Séries Temporais com Base em Teorias Tradicionais
Fonte: Elaboracao propria.
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3 FRACTAIS E COBRE

Esta secdo esta dividida em duas secbes secundarias. Na primeira é
abordada a teoria dos fractais: definicdo, caracteristicas, distincdo entre os conceitos
da teoria dos fractais, caos, complexidade e nao linearidade, e, por ultimo, revisao
bibliografica de pesquisas sobre a presenca de fractalidade em séries temporais de

precos de ativos. Na segunda sédo abordados aspectos do minério de cobre.

3.1 Teoria dos Fractais

3.1.1 Definicdo e Caracteristicas

A definicado original de Mandelbrot (1982, p. 15) é: “um fractal &, por defini¢ao,
um conjunto para o qual a dimenséao de Hausdorff Besicovitch? excede a dimens&o
topolégica. Todo conjunto com dimensao fracionaria é um fractal®”. Segundo Karas e
Serra (1997, p.5), apud Hayashi (2002) fractais sdo figuras com propriedades e
caracteristicas peculiares que os diferenciam das figuras geométricas habituais. S&ao
estruturas matematicas, que se repetem infinitamente quando vistas numa escala

cada vez menor.

Uma definicao simples de fractal encontra-se na Wikipedia:

2 Félix Hausdorff, matematico alemao (1868-1942). Em 1918 publicou trabalhos em que apresentou a
possibilidade de as dimensdes poderem ser niumeros nao inteiros. Por volta de 1930, o trabalho de
Hausdorff foi complementado pelo de Abram Samoilovitch Besicovitch, matematico russo (1891-
1970), o qual formalizou a equagdo matematica utilizada hoje (O Amor a Matematica, 2005).

® Traducdo livre do original “A fractal is by definition a set for which the Haurdorff Besicovitch
dimension strictly exceeds the topological dimension. Every set with a noninteger D is a fractal”.
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Fractais (do latim fractus, fragdo, quebrado) é um objeto geométrico que
pode ser dividido em partes, cada uma das quais semelhante ao objeto
original. Os fractais tém infinitos detalhes, sdo geralmente auto-similares e
independem de escala. Em muitos casos, um fractal pode ser gerado por
um padrao repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

Em Houaiss (2001) tem-se que “fractal € uma estrutura geométrica complexa
cujas propriedades, em geral, se repetem em qualquer escala. A palavra tem origem

latina em frango,is,frégi,fractum,frangere, que significa quebrar, fraturar”.

As primeiras figuras com dimensao fractal foram identificadas no inicio do
século XX, a exemplo da Curva de Koch, gerada em 1905 pelo matematico Helge
Von Koch, mas foi Benoit Mandelbrot que identificou os modelos matematicos
representativos destas figuras e criou o termo fractal para identifica-las (LORENZ,

1996, p.204).

AP
ALY

Figura 1 — Curva de Koch, demonstrando as quatro primeiras iteragoes.
Fonte: Disponivel em <http://omega.ilce.edu>

Mandelbrot e Hudson (2004, p.130) descrevem a Curva de Koch:

A Curva de Koch corresponde a um tergo do floco de neve. [...] comega com
uma linha reta — como o lado horizontal do tridngulo do alto (a). [...] vamos
puxa-lo para formar uma tenda intermediaria sobre a secdo do meio (b).
Assim, o gerador Koch é uma linha quebrada composta de varios intervalos.
O fractal é formado com base na regra simples de substituir cada uma das
linhas cada vez mais curtas, por versdes cada vez menores do gerador de
tenda (c; d). Cada iteracdo acrescenta mais tendas [...] (numeragao
acrescida).

Uma propriedade comum em fractais € a auto-semelhanca ou similaridade de

escala. Este termo descreve a propriedade que muitos sistemas possuem, na qual
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as partes, quando ampliadas, demonstrardo ser idénticas ao sistema como um todo
(LORENZ, 1996, p.205). Um exemplo classico deste tipo de fractal é o Carpete de
Sierpenski, nele, percebe-se claramente a regra de formagao: um quadrado original
cercado de oito quadrados menores, em que cada lado possui 1/3 do tamanho do
quadrado original. Cada um dos quadrados menores pode ser dividido da mesma

forma, e assim, sucessivamente, num processo infinito (GRABBE, 1999).

Figura 2 — Carpete de Sierpenski
Fonte: Web site de Clint Sprott. Disponivel em <http:sprott.physycs.wisc.edu>

Outros fractais sdo apenas estatisticamente auto-similares, ou seja, as partes
pequenas, se ampliadas, ndo se apresentardo idénticas ao sistema como um todo,
mas equivalentes, com o mesmo tipo geral de aparéncia. Encontram-se na natureza

alguns exemplos desta categoria de fractais, como os galhos de arvores.

Fonte: Web site de Clint Sprott. Disponivel em <http:sprott.physycs.wisc.edu>

De forma similar, a partir de uma equacao simplificada de processo fractal, é

possivel obter um grafico fractal que simula a oscilagdo de precos de agdes no
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mercado. A fim de que se possa observar a maneira como o grafico construido se

assemelha a uma série real de retornos de agdes, a seguir foi demonstrada uma

série de retornos da empresa IBM.

) SR g CORERE AT e Lo

Figura 4 — Séries de Retornos de A¢des: 1) simulada com fractais; 2) retornos reais da empresa IBM
(sem a informacao indicativa de periodo).

Fonte: Web site da Universidade de Yale. Disponivel em <http://classes.yale.edu>

Matematicamente, a caracteristica mais distintiva da formacao fractal é o fato
de sua dimensdo assumir valores diferentes das dimensdes topoldgicas.
Considerando que um ponto possui dimensao zero; uma linha reta possui uma
dimensao; uma superficie plana possui duas dimensoes; e, um solido possui trés
dimensodes, os fractais possuem dimensodes diferentes e proprias de cada fenbmeno.
A dimensao fractal também é chamada de dimensao Hausdorff (representada pela

letra D), e sua férmula mais simples para calculo é:
N =rP

Onde N é o numero de objetos similares obtidos a partir de um fator de escala
(geracao de padrdes similares), fator “r’. O fator de escala é uma funcéo da lei de
poténcia determinante de sua formacao. Esta, por ultimo, é invariante por escala,

entre o objeto e suas N partes.

Mandelbrot e Hudson (2004, p.196) resgatam o conceito para fractais,
afirmando: “um padrao ou objeto, cujas partes ecoam do todo, mudando de escala

para cima ou para baixo, com base numa razao ou poténcia constante”.
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Peters (1994) argumenta que a dimensao fractal caracterizada como um
objeto ocupa o espaco no qual esta inserido. Em uma série temporal fractal, o tempo
assume a dimensao fractal, a qual é determinada pelo comportamento dos precgos: o
tempo fractal se expande em periodos de inatividade do mercado financeiro, e se
contrai durante o periodo de atividade. Séries financeiras possuem um tempo
intrinseco, determinado mais pela propria série temporal do que pelo “tempo do

relégio” (MULLER et al, 1993).

Grabbe (1999b, p.6)* questiona: se o tempo assume a forma fractal, o qual se
move em ritmo desassociado do tempo real, “qual devera ser a correta dimensao

fractal do tempo em mercados especulativos? *”.

3.1.2 Analise Distintiva Entre Teoria dos Fractais, Caos, Complexidade e Nao-

linearidade

Para Hsieh (1991) caos € um processo nao linear deterministico que “parece”
aleatdrio. Lorenz (1996, p.21), descreve o caos como: “um comportamento que é
deterministico, ou quase, [...] possuindo uma pequena aleatoriedade, mas que nao
aparenta ser deterministico” (grifo no original). Prigonine (2002), associa o caos a
instabilidade dos fenbmenos da natureza. As leis da natureza, diante da teoria do
caos, se tornam essencialmente probabilisticas, eliminando a necessidade de tentar
associa-las invariavelmente a um sistema determinista. Essa seria a razao para que

o estudo do caos seja interessante: a possibilidade de identificar, e explicar,

* No ano de 1999, Grabbe escreveu um grande trabalho sobre fractais, o qual foi desmembrado em
varias edicdbes de um mesmo periddico. Nesta pesquisa os trabalhos foram diferenciados em
GRABBE 1999 e GRABBE 1999b, indicando que a publicagao se deu em edic¢des diferentes.
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flutuagbes nos mercados que parecem ser randémicos, mas em sua esséncia nao

0S so.

Como exemplos de fendmenos cadticos pode-se citar o movimento de uma

onda, a evolucao populacional de uma espécie e as oscilagdes do clima terrestre.

A aparente aleatoriedade de os sistemas caodticos pode ser atribuida a
dependéncia sensivel que possuem de seus estados iniciais. Isto significa que
pequenas variacbes nos estados iniciais de um sistema cadtico podem provocar
enormes variagdes em seus estados seguintes, como nos estudos sobre a trajetéria
de esquis na neve, no qual Lorenz descreve grandes diferengcas de trajetorias de
esquis que partiram de pontos com apenas um milimetro de distancia entre eles. A
descoberta da dependéncia sensivel as condigdes iniciais deu origem a célebre
questdo de Lorenz de 1972: “o bater de asas de uma borboleta no Brasil

desencadeia um tornado no Texas?”.

Outra caracteristica de sistemas cadticos é a presenca de atratores
estranhos. Lorenz (1996, p.57), os define como “os estados de qualquer sistema que
freqientemente se repitam, ou que freqientemente sejam atingidos com preciséo
cada vez maior [...]". A expressao “estranhos” é devida a aparéncia que estes
atratores podem assumir. Alguns atratores estranhos possuem estrutura fractal. A

seguir um exemplo classico criado por Lorenz na década de 60.

® Tradugao livre para “what is the correct fractal dimension for time in speculative markets?”
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Figura 5 — Borboleta de Lorenz.
Fonte: Web site de Allrite Mathematical Sciences & |.T. Disponivel em: <http://www.allrite.com>

Complexidade e nao-linearidade sao fendbmenos associados ao caos. Lorenz
(1996), no entanto, afirma que apesar de os sistemas caodticos pressuporem a nao-
linearidade e em sua maioria lidarem com a complexidade, a presenca de néo-
linearidade ou complexidade por si s, nado significa o caos. Gleiser (2002)
argumenta que caos e complexidade sao fendbmenos interconectados, porém
distintos. Hayashi (2002, p.11) defende que os dois fenbmenos sé&o

complementares, e afirma:

A teoria da complexidade é o estudo de como um sistema de equagdes
muito complicadas, pode gerar padrdes de comportamento bastante simples
e ordenados para certos valores dos parametros destas equagdes. Ja a
teoria do caos estuda como equagbes néao-lineares simples geram
comportamentos complicados.

Lorenz (1996, p.209) argumenta que os fractais tém muito pouco a ver com a
teoria do caos, sob o ponto de vista da aleatoriedade: “Alguns fractais chegam a
quase ser classificados como caos por serem produzidos mediante regras
descomplicadas, embora parecendo altamente complexas, e nao apenas por
aparentar estruturas n&o-convencionais”. Por outro lado, a geometria fractal foi
amplamente adotada como ferramenta matematica pela teoria do caos a partir da

década de 80 (MANDELBROT; HUDSON, 2004, p.5).
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Gleiser (2002) afirma que sistemas dindmicos n&o-lineares com
comportamento caodtico deterministico geram figuras fractais e que o fendmeno da

auto-similaridade € um importante aspecto da teoria do caos.

Percebe-se entdo uma forte associagao entre os conceitos de fractalidade, de
caos, de complexidade e de nao-linearidade. Diante de uma série temporal de
precos, pode-se evidenciar, portanto, padrées nao-lineares de comportamento com
caracteristicas fractais, na qual a identificacdo de atratores estranhos (razdes
diferentes de mudancgas de escalas no tempo) € necessaria para a compreensao do
padrao fractal e para a realizagdo de projegdes, as quais poderdo ser modeladas a

partir da geragao de equagdes matematicas complexas.

3.1.3 Levantamento de Evidéncias de Fractalidade em Informacdes Financeiras

Em 1934, Ralph Elliott apresentou estudos baseados na percepcao de que
nos processos socio-econdmicos, € possivel distinguir alguns padrées de
comportamento que se repetem similar e constantemente como em ondas
(PRECHTER, 1990). Elliot direcionou seus estudos para o mercado de capitais com
0 objetivo de compreender o comportamento dos precgos para predizé-los no futuro.
Publicou em 1938 um ensaio denominado “The Wave Principle” (O Principio da
Onda), no qual destacava que o comportamento de pregos das agdes se dava em
grandes ciclos atrelados ao tempo, nos quais era possivel distinguir cinco
movimentos basicos (figura 6). ldentificou que, no transcorrer de um ciclo, os cinco

padrbes principais se repetiam em escalas cada vez menores (figura 7),
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apresentando padrbes de auto-similaridade caracteristicos das figuras fractais

(GLEISER, 2002).

FIM DO o
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Figura 6 — Movimento completo de cinco Figura 7 — Caracteristica fractal do
ondas descrito por Elliott. comportamento de precos.

Fonte: PRECHTER, R. R. The major works of R. N. Elliott. 1990.

E importante destacar que Mandelbrot (1997), apesar de reconhecer que
Elliott identificou em seu trabalho geradores de padrées auto-similares
qualitativamente semelhantes aos fractais, afirma que o trabalho de Elliott ndo deve
ser confundido com fractais, pois 0 mesmo se limitou a realizar previsées a partir da

interpretacao dos graficos.

Ainda sem ter desenvolvido sua teoria sobre os fractais, Mandelbrot (1963),
em um estudo cujo objetivo era apresentar e testar um novo modelo representativo
do comportamento dos precos em mercados especulativos, analisou graficamente
diferentes conjuntos de séries temporais diarias e mensais de precos do algodao, no
periodo compreendido entre 1816 e 1950. Percebeu que, apesar de os precos nao
seguirem uma distribuicdo gaussiana, as séries temporais eram estatisticamente
estacionarias e os graficos tinham a mesma aparéncia. Esta importante

caracteristica mais tarde se mostrou fundamental para o desenvolvimento de sua
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teoria sobre fractais. Sobre o resultado de suas pesquisas, Mandelbrot (1963, p. 12)

afirma:

Eu suponho, portanto, que, desde 1816, o processo de geragédo dos precos
do algodédo, tem mudado somente em sua escala, com possivel exce¢do na
Guerra Civil [...]. Longas séries de mudangas mensais de precos poderiam,
portanto, ser representadas por combinac¢des da Lei de Pareto estavel®.

E interessante notar que segundo Mehrling (2005) o trabalho de Mandelbrot
de 1963 foi fundamental para o posterior desenvolvimento das Hipoteses de
Eficiéncia dos Mercados de Fama. Mandelbrot (1982, p. 337) retoma seu trabalho
original de 1963 e apresenta uma féormula simplificada para o que chamou de
“principio da escala de mudancas de preco’””. Comprovou que as séries temporais
do algodao utilizadas em seu trabalho original eram estacionarias e demonstravam
um processo estavel nao-gaussiano de distribuicdo dos pregos, o qual preservara o

mesmo aspecto, mudando apenas na escala.

Peters (1989) utilizou a técnica R/S de Hurst®, para avaliar a persisténcia de
memoria em séries de retornos mensais de ag¢des do ranking S&P 500, titulos do
tesouro norte-americano, e o retorno relativo entre as duas séries no periodo de

1950 a 1988, num total de 463 observagcdes mensais. Utilizou a seguinte formula:

log (R/S)

log (N)

® Tradugao livre de “I conjecture therefore, that, since 1816, the process generating cotton prices, has
changed only in its scale, with the possible exception of the Civil War [...]. Long series of monthly
;)rices changes should therefore be represented by mixtures of Stable Paretian laws”.

Tradugéo livre de “scaling principle of price change”.

® Harold Edwin Hurst, hidrélogo que desenvolveu uma formula denominada rescaled range analysis,
baseada em uma lei de poténcia para calcular o tamanho de reservatérios de agua para o rio Nilo na
década de 50. Posteriormente verificou-se que sua féormula se aplica em diversos fenbmenos da
natureza. Essa técnica foi refinada em trabalhos posteriores, segundo Barkoulas e Baum (1996) por
Mandelbrot (em 1972 e 1975), Mandelbrot e Wallis (em 1969) e Lo (1991). A técnica R/S de Hurst tem
sido um dos testes mais utilizados para verificar se existe dinamica fractal numa série.
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Onde: R/S é a divisdo da amplitude entre a maior e a menor ocorréncia
registrada (R), pelo desvio padrdo encontrado na série (S); N é o numero de
observacgoes; e, H é o fator da lei de poténcia que originalmente foi objeto de estudo
de Hurst, nesta formula chamada de Expoente de Hurst, variando entre zero e um,
com as seguintes implicagbes para séries temporais: H = 0,5 implica em
comportamento puramente aleatério; H entre zero e 0,5 implica em comportamento
nao persistente, no qual uma tendéncia positiva no passado € mais provavel de se
converter em tendéncia negativa e vice-versa; e H maior que 0,5 (0,5 < H < 1)
implica em comportamento persistente, no qual uma tendéncia positiva no passado é
mais provavel de continuar positiva e vice-versa, e o nivel desta persisténcia é
medido quéo maior for o resultado de 0,5. Para Corazza e al. (1997), o processo

fractal € uma generalizagao do passeio aleatério (random walk).

Os resultados obtidos por Peters (1989) foram: H de 0,61 para as agdes, 0,64
para os titulos e 0,66 quando avaliada a relagao entre acdes/titulos. Peters atestou
que, de fato, o comportamento do mercado evidenciou uma persisténcia de
memoria, caracteristica do comportamento browniano fractal, mas nao tao
significante que permitisse a proje¢cado de resultados além de um curto periodo. O
fator aleatorio se mostrou muito mais presente. Concluiu que os resultados
demonstram que o modelo “passeio aleatério puro” ndo se aplica aos mercados de

capitais, conforme prega a hipétese dos mercados eficientes.

Larrain (1991) trabalhou com os conceitos de fractais, caos, nao-linearidade e
complexidade. Utilizou para analise informagdes trimestrais das taxas de juros dos
T-Bills, no periodo entre 1962 e 1989. Definiu uma equagao que capturasse nio sé o
efeito dos precos passados sobre os precos atuais, mas este fato combinado com

alguns fatores econémicos e financeiros, como renda, suprimento nominal de moeda
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e a inflagdo, que também influenciam no comportamento das taxas de juros. Atestou
a influéncia de ambos os fatores no comportamento das taxas. Na medida em que
as caracteristicas nao-lineares se sobrepdem sobre a influéncia dos fatores
fundamentais, a estrutura dindmica fica mais predisposta a oscilagcbes e mudancas
abruptas de pregos. Concluiu pela existéncia de nao-linearidades, e que esses
fatores sdo necessarios, porém nao suficientes para afirmar que a estrutura seja

cadtica ou fractal.

Muller et al (1993) encontraram propriedades fractais em séries temporais de
taxas de cambio, inclusive identificando o fator de escala (lei de poténcia) seguido
pelos precos, a partir da analise dos intervalos de tempo desde poucos minutos até
um ano com base em um modelo estatistico denominado ¢ - model desenvolvido
pelos proprios autores (vide DACOROGNA et al, 1993). Utilizaram amostras diarias
e intra-diarias do periodo compreendido entre junho de 1973 e junho de 1993. Os
autores verificaram que as mudangas no comportamento dos pregos se assemelham
mais ao modelo fractal, em detrimento do processo GARCH. Além disso, a
volatilidade é positivamente correlacionada com a atividade do mercado e o volume
de transagdes, um indicativo de que o mercado é heterogéneo, onde os diferentes
participantes analisam eventos passados e novos com diferentes horizontes de

tempo e diferentes expectativas em negociac¢des, o que cria volatilidade.

Corazza et al (1997) pesquisaram pregos de futuros de commodities no
periodo de 1981 a 1991 da bolsa de Chicago. Os autores aplicaram quatro testes,
inclusive a técnica de Hurst e a técnica de Hurst refinada por Lo (1991). O resultado

encontrado indica que a série histérica corresponde as propriedades fractais.

Barkoulas et al (1997) analisaram séries temporais mensais do periodo entre

1960 e 1994 de 21 commodities, em busca de evidéncias de dependéncia e
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memoria de longo-prazo, utilizando para isso uma abordagem diferente da utilizada
por Peters (1989). Ao contrario de utilizar a técnica de rescaled range (RS), os
autores trabalharam com um modelo AFRIMA (p,d,q), (sendo o parametro d
interpretado como parametro de longa-meméria). Assumindo que: -1/2 <d < 1/2, o
processo AFRIMA exibe memdéria de longo-prazo para 0 < d < ’2; memoria de curto-
prazo para d = 0; e, memodria intermediaria para -1/2 < d < 0. Seis, entre as 21
commodities estudadas apresentaram evidéncias em favor de uma ordem fracional
de integracdo: cobre, ouro, soja em grdo, cha, 14 e o indice UCAM®. Apés a retirada
de outliers (0,25 < retornos < -0,25), foram realizados novos testes e verificada uma
queda na evidéncia de fractalidade na série de 13, e o desaparecimento de indicios
de fractalidade na série de cobre. Os autores concluiram que a presenca de
fractalidade nas séries temporais confirma a probabilidade de reversées no preco a
vista, indicativas de processos nao lineares, caracterizadas como flutuacdes ciclicas
irregulares com dependéncia de longo-termo. Estas evidéncias sugerem o debate

sobre a eficiéncia dos precos e a racionalidade do mercado.

Anteriormente Barkoulas e Baum (1996) analisaram a dependéncia dos
retornos das agdes no mercado norte-americano analisando indices setoriais e
séries de empresas para avaliar os efeitos da agregacdo. Utilizando também o
modelo AFRIMA, os autores ndo conseguiram detectar indicios de fractalidade nos
precos das agdes. Entretanto, os autores verificaram a presenca em algumas séries

de empresas.

Lo (1991) modificou a estatistica R/S e aplicou nos dados do mercado
acionario entre 1962 e 1987, com 6.409 observagdes. Lo encontrou pouca evidéncia

de memoaria na histéria desse mercado.

% indice UCAM, media ponderada de precos de exportagédo de 50 commodities priméarias de paises
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Panas (2002) utilizou dados do fechamento diario das commodities cobre,
aluminio, zinco, niquel, estanho e chumbo, do periodo entre janeiro de 1989 e
dezembro de 2000 (num total de 2.987 observagdes), para atestar a presencga de
memoria de longo-prazo e do caos no mercado de commodities minerais. Apds a
realizagcao de testes estatisticos observou que todas as séries temporais possuiam
distribuicdo nao-normal, com exceg¢ao do cobre e do aluminio, apresentaram-se
fortemente estacionarias. Além disso, apresentaram resultados indicativos de
autocorrelagao (30 lags). Para atestar a presengca de memdéria de longo-prazo
utilizou primeiramente a estatistica R/S de Hurst, a qual apresentou resultados acima
de 0,5 para todas as séries. No entanto, considerando que a estatistica R/S
apresenta viés nos resultados na presencga de heterogeneidades, o autor realizou
novamente os testes a partir da estatistica R/S modificada por Lo (1991) chamada
estatistica Z(n). Desta vez os resultados para memdéria de longo-prazo foram
positivos somente para aluminio. Na sequéncia, testou a presengca de memaria com
base no modelo AFRIMA, o qual indicou o aluminio e o cobre como apresentando
dependéncia de longo-prazo, enquanto o niquel e o chumbo apresentaram
dependéncia de curto-prazo, e os metais zinco e estanho apresentaram indicios de

nao-persisténcia de meméoria.

Apos definir o modelo AFRIMA, os testes para deteccdo de comportamento
caotico foram realizados a partir dos residuos do modelo, com aplicacdo dos testes
de Eckmann-Ruelle, Teorema de Brocks e verificacdo da sensibilidade do sistema a
mudangas nas condigdes iniciais com base no expoente de Lyapunov. O resultado

apontou para as commodities estanho e zinco, que apresentaram forte indicagao de

em desenvolvimento.
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comportamento caotico. Em contraste com a memoria de longo-prazo, o caos

representa um comportamento aleatério gerado por um modelo determinista.

Richards (2000) pesquisou a presenga de fractalidade em séries temporais de
taxas de cambio diarias de 18 moedas correntes e, adicionalmente, de trés indices
compostos norte-americanos, todas com aproximadamente 30 anos de observacdes.
Partiu da premissa de que as caracteristicas estatisticas dos fractais sdo a nao-
homogeneidade e a intermiténcia. Conceituou a co-dimensao fractal como a
diferenca entre a dimensao fractal do espago que abrange a série D, e a dimenséao

fractal intrinseca da série d.
C=D-d

Sendo que a série € homogénea quando C = 0, e ndo-homogénea ou fractal,
quando C#0. Os resultados indicaram que todas as taxas de cambio apresentaram
fortes evidéncias de n&o-homogeneidade, enquanto que os indices do governo
norte-americano apresentaram fracas evidéncias de ndo-homogeneidade. O autor
utilizou os métodos state transition, AR1 e GARCH, para captar a volatilidade e
irregularidade de periodos. Adicionalmente usou o Filtro de Kalman (vide KALMAN,
1960) para garantir a aplicabilidade dos métodos. O autor concluiu que existe uma
modalidade de fractalidade estocastica, a qual possui um forte componente
aleatdrio. Criticou o uso de modelos ARIMA e ARCH, alegando que, ainda que estes
modelos captem algumas caracteristicas das séries financeiras, nao geram

intermiténcia.

Na sequéncia de suas pesquisas sobre a utilizacdo do método state transition
para realizar proje¢cdes de resultado de taxas de cambio, Richards (2004) realizou
analises comparando o método ST-FRSR (state transition-fitted residual scale ratio)

com meétodos da familia ARCH: GARCH (vide BOLLERSLEV, 1986) e o EGARCH
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(vide NELSON, 1991), em observagdes intra-diarias de quatro séries temporais com
aproximadamente 30 anos de variagdes de taxas de cambio. Os testes iniciais para
deteccdo de fractalidade (ndo-homogeneidade) e simetria de escala apresentaram
indicios de presenca fractal, de moderada a fraca. Em relacdo aos modelos
utilizados para projegdes, 0 modelo ST- FRSR apresentou os melhores resultados
para modelagem e projecao de alta volatilidade intra-diaria, enquanto o modelo
EGARCH apresentou os melhores resultados para séries diarias. O autor concluiu
que as séries temporais analisadas seguiram um padrao de volatilidade estocastica
difusa, com maior componente aleatério do que fractal, o que permitiu a projecéo

com base no modelo EGARTH.

Di Matteo et al (2005) estudaram empiricamente as propriedades de escala
de 29 taxas de cambio diarias, 32 indices do mercado financeiro e 28 instrumentos
de renda fixa, pelo periodo aproximado de 10 anos. Partindo de estudos prévios que
pressupdem a heterogeneidade dos mercados financeiros, os autores analisaram o
grau de fractalidade de mercados desenvolvidos e emergentes para atestar se estes
mercados apresentam diferengas. A analise estatistica foi realizada através da
abordagem geral de Hurst. Apods testar os dados, os resultados indicaram a clara
diferenca entre os coeficientes de Hurst de acordo com o mercado atuante, sendo
que todos os indices de mercados em desenvolvimento apresentaram H > 0,5 e
todos os indices dos mercados desenvolvidos apresentaram H < 0,5. O Brasil situou-
se na categoria de resultados maiores que 0,5. Os autores testaram a validade do
coeficiente de Hurst a partir da aplicacédo dos testes em 100 séries puramente
aleatérias criadas em computador com 0 mesmo numero de observagdes das séries

utilizadas na pesquisa. Os resultados indicaram H = 0,5 para todos os casos.
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Os autores concluiram que todos os mercados financeiros mundiais

apresentam simetria de escala, com caracteristicas fractais que os distinguem, e que

os métodos usualmente utilizados para controlar risco, com base no desvio padrao

ou no indice de Sharpe, nao sao capazes de prover uma boa classificacdo como a

realizada em sua pesquisa.

Autor Embasamento |Objetivo da Pesquisa| Ferramenta Resultados
Tedrico Estatistica
Ralph Elliott | Comportamental Compreender o - Percebeu que o
(1934) comportamento dos comportamento dos
mercados financeiros precos das agdes se
para predizé-los no dava em grandes
futuro. ciclos atrelados ao
tempo, em cinco
principais movimentos
que se repetiam em
escalas menores.
Mandelbrot Conceitos de Apresentar e testar um| Leis de Pareto | Percebeu que, apesar
(1963) Bachelier e curva novo modelo Estavel de as séries temporais
de Gauss representativo do estudadas
comportamento dos apresentarem
precos em mercados comportamento nao-
especulativos. gaussiano, estas eram
estatisticamente e
continham a mesma
aparéncia, mudando
apenas na escala.
Peters Fractais Avaliar a persisténcia |Técnica de Hurst| Evidenciou alguma
(1989) de memoria em séries (R/S) persisténcia de
de retornos mensais de memaoria nos mercados
acodes e titulos do estudados, assim
tesouro norte- como também a
americano. presenca de fator
aleatério. Concluiu que
0 modelo “passeio
aleatdrio puro” nao se
aplica ao mercado de
capitais.
Larrain Fractais, caos, Detectar indicios de Os autores Concluiram pela
(1991) nao-linearidade e | fractalidade e caos no | deduziram uma existéncia de nao-
complexidade comportamento das |equagéo logistica| linearidade nas séries.
taxas de juros de T- a partir de um | Este fato é necessério,
Bills modelo para porém nao suficiente
testar mercados | para comprovar que a
eficientes. estrutura é fractal ou
cadtica.
Muller et al Fractais Identificar propriedades 9 — model, Encontraram
(1993) fractais em taxas de baseado no propriedade fractais,
cambio. tempo intrinseco | inclusive identificando
9 —time, um fator de escala
desenvolvido representativo do

pelos proprios
autores.

comportamento das
séries estudadas.




54

intermiténcia).

norte-americanos.

Corazza et al Fractais Identificar propriedades| Técnica de Hurst| Foram encontradas
(1997) fractais em precos (R/S) propriedades fractais
futuros de commaodities nas séries estudadas.
negociadas na bolsa
de Chicago.
Barkoulas e Fractais Identificar dependéncia AFRIMA Nao conseguiram
Baum (1996) nos retornos das agodes detectar fractalidade de
no mercado financeiro um modo sistematico,
norte-americano. apenas em algumas
séries.
Barkoulas et al Fractais Buscar evidéncias de AFRIMA Os autores
(1997) dependéncia e confirmaram a
memoria de longo- presenca de
prazo. fractalidade nas séries
temporais e a
indicacao de processos
nao lineares,
caracterizadas como
flutuagdes ciclicas
irregulares com
dependéncia de longo-
termo.
Lo (1991) Fractais Buscar evidéncias de [Técnica de Hurst| Pouca evidéncia de
memoria de longo- (R/S) memdria de longo-
prazo. prazo na amostra
utilizada.
Panas (2002) | Caos e fractais | Atestar evidéncias de | Para detectar | Chegou aos seguintes
memodria de longo- fractalidade: resultados:
prazo e Técnica de Hurst| Os testes detectaram
comportamento cadtico (R/S) memoria de longo-
em commodities AFRIMA,; prazo em Aluminio e
minerais. Para detectar | Cobre; curto-prazo em
evidéncias de niquel e chumbo,
caos: Eckmann- | Estanho e zinco nao
Ruelle apresentaram indicios
Teorema de de persisténcia, mas
Brocks e indice apresentaram de
de Lyapunov. comportamento
cadtico.
Richards Fractais Detectar presencga de GARCH Concluiu que existe
(2000; 2004) (ndo- fractalidade em taxas AR1 uma modalidade de
homogeneidade; de cambio e indices Variagbes de fractalidade

modelos State
Transition

estocastica, com maior
componente aleatorio
do que fractal, o que
permitiu projegdo com
base em modelo
GARCH.

Di Matteo et al
(2005)

Fractais

Analisar o grau de
fractalidade de
mercados
desenvolvidos e
emergentes para
atestar se estes
mercados apresentam

Técnica de Hurst
(R/S)

diferencas.

Concluiram que todos
0s mercados
financeiros mundiais
apresentam simetria de

escala, com
caracteristicas fractais
que os distinguem.

Quadro 2: Resumo das Pesquisas Sobre Séries Temporais com Base na Teoria dos Fractais e

Teorias Afins

Fonte: Elaboragao propria
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3.2 Commodity Cobre

Esta secdo é dedicada ao estudo do minério de cobre: historia da utilizacédo
pelo homem e alguns aspectos de sua comercializagdo e uma avaliagdo de sua

participacao no contexto mineral brasileiro.

3.2.1 Aspectos Gerais

Commodity € uma palavra em inglés que possui um significado genérico de

“um artigo de comércio'”

. De acordo com o Novo Dicionario de Economia, é “um tipo
particular de mercadoria em estado bruto ou produto primario de importancia
comercial, como € o caso do café, algodao, estanho, cobre, entre outros”. Na pratica,
o conceito de commodity foi consuetudinariamente associado a um produto néo

especializado, ou de tecnologia amplamente difundida, produzido e transportado em

grandes volumes.

O minério de cobre é utilizado pelo homem ha mais de 7.000 mil anos e seu
uso combinado com o estanho, formando o bronze, tem registros de utilizacdo de
mais de 5.000 anos. Até meados do século XIX, o comércio de cobre foi controlado
pela Gra-Bretanha, que possuia maior tecnologia para tratamento do minério.
Entretanto, ainda naquele século, foram descobertas novas minas nos Estados
Unidos, Chile e Australia. Este fato, aliado ao desenvolvimento de novas tecnologias

de concentracdo, que permitiram o aproveitamento de minérios de baixo teor,
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resultou na expansao global do mercado de minério de cobre no século XX (NYMEX,

2005).

Entre suas utilizagdes, destaca-se a producgao de fios e cabos elétricos, ligas
especiais, tubos, laminados e extrudados. O cobre metalico é excelente condutor de
eletricidade e calor, tendo vasta aplicagdo em diversos setores industriais, com
destaque para os de construcdo civil, telecomunicacbes, eletroeletrénica,

transmissao e distribuicdo de energia (ANDRADE et al, 2001).

Os precos da commodity cobre sao ditados pela London Metal Exchange -
LME e pela Commodity Exchange of New York - COMEX, sendo a forma mais usual
de transacao através de contratos de operacgdes futuras. Os precos sdo cotados em
US$ cents/libra' (centavos de dolar por libra-peso) de cobre contido em

concentrado.

De modo geral, o comércio mundial de minérios estda em alta, notadamente
com a expansdo de mercados como China e india. Neste aspecto, desde 2002 a
producdao mundial de minério de cobre ndao supera a sua demanda, o que provocou
uma alta acumulada de 61% no periodo de 2002 a 2004, e 58% somente no ano de

2005 (VALOR, 2006).

3.2.2 Analise do Minério de Cobre no Contexto Mineral Brasileiro

No Brasil, em 1874, foi descoberta a primeira mina de cobre no sertdo da
Bahia. Setenta anos depois, foram iniciados trabalhos de sondagem para verificar

seu potencial tendo sido fundada em 1969 o primeiro empreendimento para

1% Tradugao livre de “an article of commerce”.
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exploracdo do minério em Jaguarari — BA (PARANAPANEMA, 2005). As minas de
cobre do Complexo Minerador de Carajas no Para foram descobertas na década de
90, a partir da identificacdo de anomalias magnéticas que revelaram a existéncia de

calcopirita, o principal minério de cobre (CVRD, 2005).

No entanto, o Brasil, até 2003, ndo possuia produg¢ao expressiva de minério
de cobre com cerca de 32 mil toneladas frente a uma necessidade de 300 mil,
importando cobre contido em concentrado do Chile, Argentina, Peru, Portugal e
Indonésia, para abastecer as empresas produtoras de catodo e de semi-acabados
de cobre no Pais (UDESC, 2005). A partir de 2004 comecgou a exploragdo em larga
escala no Brasil com o inicio da abertura das minas de cobre no estado do Para. No
total as reservas estdo estimadas em 1,09 bilhdes de toneladas de cobre com teor

entre 0,7% e 1%, divididas em cinco minas.

Tabela 1 — Reservas Estimadas das Minas de Cobre no Estado do Para

Mina Reserva Estimada — milhdes de ton.
Sossego 250
Alvo 118 78
Salobo 302
Alemao 200
Cristalino 261

Fonte: Companhia Vale do Rio Doce. Disponivel em:<http://www.cvrd.com.br/>.

A Companhia Vale do Rio Doce (2006), empresa que esta realizando
investimentos na regido, exportou em 2004 e em 2005, respectivamente 269 e 398
mil toneladas de concentrado de cobre a 30%, contendo aproximadamente 81 e 119
mil toneladas de minério contido. De acordo com dados do DNPM (2005), o destino

da producdo de cobre de 2004 foi em 67,33% para atender o mercado externo e

" A relagzo entre libra e quilograma é de 1 Ib = 0,453 kg.
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32,68% para atender o mercado interno. Apesar do percentual expressivo de
exportacao, este ainda nao foi suficiente para gerar saldo positivo na balanca
comercial deste minério, que apresentou déficit na balanca comercial de 312,11 mil

toneladas, representando US$ 292.46 mil.

541.385

229.272

(312.113)

_

Exportagdes Importagdes Déficit

Grafico 1 — Saldo da Balanga Comercial em Toneladas de Minério Exportado (2004).
Fonte: DNPM. Disponivel em: <www.dnpm.gov.br>

464.004

PS$ mil
171.540

(292.464)

_

Exportagées Importagbes Déficit

Grafico 2 — Saldo da Balanga Comercial em US$ milhares (2004).
Fonte: DNPM. Disponivel em: <www.dnpm.gov.br>

Com a implantagéo de novos projetos e abertura de novas minas, a produgao
nacional devera chegar a 650 mil t/ano de cobre contido em concentrado até o ano
de 2010, o que colocara o Brasil entre os cinco maiores exportadores do mundo
(ROSA, 2003), gerando quantidade suficiente para abastecer o mercado interno e

favorecer a balanga comercial do Pais.

Além do estado do Para e da Bahia, o Brasil possui reservas de cobre nos

estados da Goias e Parana, ainda sem quantificagao.
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4 PESQUISA EMPIRICA

4.1 Técnica de Pesquisa

Tendo em vista os objetivos desta pesquisa, a série devera ser dividida em

dois momentos no tempo.

O primeiro momento € utilizado com duas fungdes: 1) para identificar se o
comportamento das séries temporais de precos assume alguma forma de
comportamento fractal; e, 2) analisar se as variaveis identificadas como provaveis
provocadoras da oscilagdo dos pregos exerceram influéncia significativa sobre este

comportamento no periodo estudado.

O que se chama “primeiro momento” neste trabalho corresponde a 94% das
observagbes contidas na amostra. Este conjunto de informagdes sera a base para a
identificacdo do fator de escala e, respectivamente, a equagcdo matematica

representativa deste movimento.

O segundo momento, ainda no tempo passado e pertencente a amostra
obtida, sera utilizado para testar a precisdo da equacgao definida. Neste ponto reside
importante aspecto em se modelar com base na teoria dos fractais, que a difere das
demais técnicas de projegao e cria valor especifico para a metodologia em questao:
a projegao de precos com base em padrdes fractais ndo busca “adivinhar pregos
futuros”, tal qual Lorenz (1996, p.99), em seus estudos sobre a teoria do caos,
questiona “[...] por que deveriamos ser capazes de fazer qualquer tipo de previsdo?
Por que, efetivamente, deveriamos esperar ver o futuro, ou uma pequena parte

dele?”.
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Com base em fractais € possivel definir padrdes de comportamentos que se
assemelhem com a realidade na questdo da amplitude de oscilagdo ao redor da
média, em uma espécie de semelhanga estatistica. Em oposigdo a metodologias
que assumem padroes de distribuicdo normal de pregos e variancia constante, a
modelagem fractal permite captar a oscilagcdo de valores real, fato critico para
analise financeira de novos investimentos quando sdo questionados aspectos como:
até que nivel de pregos, e, por conseguinte nivel de faturamento, o negécio mantém-
se em equilibrio? Qual a probabilidade histérica de ocorréncia destes “picos” de alta

e baixa de precos?

Portanto, a fim de comprovar a semelhancga estatistica entre a série projetada
e o0s dados reais, serao comparados: 0s picos maximo e minimo de pregcos, média,
desvio padrao e normalidade. A priori, resultados compativeis indicam a eficiéncia do
modelo, ou seja: se a oscilagdo de pregcos e o0 risco se mostram compativeis,
determinado projeto de viabilidade financeira esta calcado em bases sodlidas de

projecao.

Na sequéncia do trabalho, uma vez obtido éxito nas projecbes, a amostra
sera unificada e ter-se-a um novo conjunto de informagdes, os quais servirdo de
base para a identificacdo e modelagem da equagao matematica final que podera ser

utilizada em projegdes de pregos em analise de projetos de mineragao de cobre.

4.2 Os Dados

Os pregos diarios de minério de cobre utilizados nesta pesquisa foram

disponibilizados pela COMEX em duas fontes: 1) para o periodo entre 05/06/1974 e
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31/08/2001, as informagdes foram compradas de um banco de dados privado norte-
americano; e, 2) para o periodo a partir de 04/09/2001, a partir do qual as
informacdes passaram a ser publicamente disponibilizadas, até 30/12/2005 as
informacdes foram coletadas diretamente do sitio da COMEX. No total sdo 7.922
observagbes diarias em 379 meses, sendo que o primeiro periodo (94%) contém

7.423 observagodes e o segundo periodo (para comparagao, 6%) contém 499.

Explica-se o percentual utilizado na primeira amostra em fungdo da
necessidade do maior numero possivel de observagdes para detectar evidéncias de
fractalidade que capturem a tendéncia de alta iniciada a partir do ano de 2003,
conforme se observa no grafico de precos da amostra completa. Estes aspectos séo
importantes na determinagcédo do fator de escala que definirda o padrao de projegao

de precos.

Pregos da Commaodity Cobre

. 1974 - 2005
US$/libra-peso
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Gréfico 3 — Pregos da Commodity Cobre (amostra completa) em US$/libra-peso.
Fonte: elaboracgéo propria.
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4.2.1 Analise do impacto da Inflagdo Norte-americana Sobre a Série de Precos

A série utilizada neste estudo nao foi deflacionada. A principal razdo para nao
deflacionar reside no fato de que, a priori, os precos negociados na COMEX refletem
o resultado de negociagbes entre produtores e compradores, sofrendo forte
influéncia de fatores como variagdes de estoque e demanda em nivel mundial e

crises especulativas a que a bolsa de commaodities esta sujeita.

O levantamento da inflacdo acumulada norte-americana para o periodo total
da analise, de acordo com o indice de Pregos ao Consumidor, fornecido pelo U.S.
Department of Labor, Bureau of Labor Statistics, indicou uma inflagdo acumulada
para o periodo de 1974 a 2005 de 316%, tendo ocorrido grande alta de precos nas
décadas de 70 e 80. Esta analise vai de encontro ao aumento de pregos observados
na série historica de precos do cobre, a qual apresentou variagao total no periodo de
177,1%, sendo que durante as décadas de 70 e 80, foi observada forte retracdo nos
precos, chegando a -43,6% em 1984. Em contraste, entre 2001 e 2005 foi
observada alta nos precos de cobre de 154,5%, enquanto a inflagdo acumulada

norte-americana ficou na ordem de 14%.

Adicionalmente foi observado durante a revisdo bibliografica que pesquisas
publicadas sobre comportamento de precos ndo tiveram suas séries temporais

deflacionadas.
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4.2.2 Analise Historica de Eventos que Tenham Demonstrado Influéncia Sistematica

Sobre a Determinacao de Precos do Cobre

Ao longo do tempo, a maior influéncia exercida sobre os precos mundiais do
minério de cobre pode ser atribuida a relacao existente entre a producdo mundial do
minério e sua demanda. De acordo com Edelstein (1999) podem-se realizar as
correlagdes que se seguem entre o cenario econdmico mundial e os pregos do

cobre.

No final dos anos 60 e inicio dos anos 70, a demanda pelo produto estava
alta, em funcédo da guerra do Vietna e do desenvolvimento acelerado que o mundo
vivia, na chamada era de ouro do desenvolvimento mundial. Entre 1964 e 1974 a
producao esteve ajustada a demanda e os pregos mantiveram-se equilibrados com

tendéncia de crescimento anual;

O periodo que se seguiu entre 1975 e 1986 foi marcado por um excedente de
producdo em relacdo a demanda pelo minério, provocando queda mundial e baixa
volatilidade dos precos. Neste periodo fez-se uma excegao durante alguns meses do
ano de 1980, nos quais houve alto volume de transacbes comerciais, associado a
baixos niveis de estoques Governamentais, o que provocou uma elevagao de
precos, mas a recessdao mundial enfrentada durante os anos de 1981 a 1986

novamente voltaram a deprimir os precos do minério;

Durante o periodo de recessao associado com altos estoques e precos
baixos, a industria da mineracdo de cobre esteve estagnada, sem novos
investimentos, com fechamento de minas ou paradas programadas de producgao.

Como consequéncia, no periodo que se seguiu a partir de 1987 foi marcado por
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baixos estoques e reaquecimento dos pregos, chegando em dezembro de 1988 a
US$ 1,6613/Ib, sua cotagdo maxima superada apenas 17 anos depois em junho de

2005.

Num padrao histérico de comportamento, a industria voltou a investir e os
estoques voltaram a crescer no inicio da década de 90, provocando queda dos
precos a partir de 1992, chegando em seu menor nivel em novembro de 1993 desde

1987.

A partir de 1994 os precos voltaram a subir devido ao aumento real de
demanda provocado principalmente pelo desenvolvimento dos paises asiaticos e em
1995 por operagdes de corner*? que elevaram os precos do cobre, conduzidas pelo
banco japonés Sumitomo. Com a descoberta da manipulagao por parte do banco os
precos voltaram a cair e ndo se recuperaram, pois em 1997 iniciou-se a crise
asiatica.

A época da crise, os paises do sudeste asiatico eram responsaveis por 40%
das importagdes mundiais de cobre refinado e 54,6% das importagdes de cobre
contido em concentrado (ANDRADE, 1998). O valor da libra-peso do cobre contido
que chegou a US$ 1,2850 em junho de 1997, caiu para US$ 0,639 em margo de

1999.

Nos anos que sucederam a crise asiatica, ainda que a utilizagdo do minério
de cobre tenha se intensificado no setor de eletroeletrénico e em novas areas de
tecnologia, como sistemas de aquecimento e equipamentos médicos, a recuperagao

dos precos se deu a partir de 2002, com o intenso crescimento da China, que

12 Fazer um corner em um mercado é tomar o controle desse mercado através da compra de tantos
titulos que pouco desses titulos restam. Assim, esse individuo ou grupo acaba definindo o preco do
ativo acima de qualquer prego considerando a relagao entre a oferta e a procura (Think Finance,
2006).
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provocou uma forte descompensacgao entre a demanda e a capacidade de produgao
mundial, fato que acarretou no periodo entre 2002 e 2005 aumento superior a 200%
nos pregos mundiais do minério. Adicionalmente, Prates (2003) afirma que a
desvalorizagao do délar frente ao euro e ao iene resulta em pregos mais baixos para
0s paises europeus e para o Japao, fomentando a demanda por estes bens, a
demanda também tem sido fomentada pela expectativa confiante de retomada de
crescimento dos paises centrais e pelas compras especulativas por parte de fundos
de hedge, estes fatos se contrapondo a lenta resposta dos produtores mundiais de
minérios.

De acordo com as estimativas do International Copper Study Group (apud
CVRD, 2005) houve déficit de 705 mil toneladas de cobre em 2004, o que se seguiu
a um desequilibrio entre demanda e produc¢ao de 386 mil toneladas em 2003, e os

estoques conhecidos de cobre estdo em seu menor nivel dos ultimos 18 anos.

Sobre o comportamento dos precos futuros, os analistas se dividem em duas
tendéncias: 1) a tendéncia de alta persiste com o processo de industrializagdo da
india, ou seja, apés o boom de desenvolvimento e crescimento da China, com
subsequente acomodacdo da produgdao anual, o desenvolvimento da india
continuara criando uma defasagem nos estoques em relagcdo a demanda mundial
(ELLIOT, 2006); 2) como em toda a histéria dos pregcos de cobre, ciclos de altos
precos e baixos estoques sao seguidos por ciclos de altos estoques e baixos precos

(VALOR, 2006).

4.3 Estatistica Descritiva da Série Temporal
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A série temporal de precos diarios de minério de cobre na qual os testes para
presenca de fractalidade foram aplicados compreende o periodo entre 05/06/1974 e

31/12/2003, em um total de 7.423 observacdes, conforme Grafico 4.

Precos da Commodity Cobre
1974 - 2003
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Grafico 4 — Pregos da Commodity Cobre (1974 - 2003)
Fonte: elaboragao propria

O grafico 4 revela o padrao de crescimento e decréscimo dos pregos ao longo
do tempo, com picos de oscilagdo periédicos. Os pregos sairam do patamar de US$
0,78/Ib em junho de 1974 para alcangar US$ 1,043/Ib no final de dezembro de 2003,
apos ciclos de precos altos e baixos. Maiores valores alcangados em fevereiro de
1980: US$ 1,035/Ib; dezembro de 1988: US$ 1,661/lb; agosto de 1995: US$

1,485/lb. A média dos precos no periodo US$ 0,75/lb com desvio padrao de 0,2902.

O retorno dos precos, apresentado no grafico 5, foi calculado através do
logaritmo natural do quociente entre os precos de dois dias consecutivos. O retorno
médio foi de 0,004% por dia, tendo sido observado a pior variagao -14,39 e a maior
variagado de 15,85% em um s6 dia. Para o periodo total da amostra a variagao foi de

33,72%. Esses dados sdo melhor visualizados no Quadro 3.
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Retornos dos Pregcos da Commaodity Cobre
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12%
10%
—
6% 1 | 1 1
4%
2%
0%
-2%
-4%
-6%
-8%
-10%
-12%
-14%

\

5/6/1974
5/6/1976
5/6/1978
5/6/1980
5/6/1982
5/6/1984
5/6/1986
5/6/1988
5/6/1990
5/6/1992
5/6/1994
5/6/1996
5/6/1998
5/6/2000
5/6/2002

Grafico 5 — Retornos dos Pregos da Commodity Cobre (1974 - 2003)
Fonte: elaboragéo proépria

De acordo com as informagdes ja descritas, abaixo segue um quadro-

resumo com os principais itens da estatistica descritiva:

Precos - US$/Ib

Minimo 0,780
Maximo 1,043
Média 0,750

Desvio padrao 0,290
Retornos - %

Minimo -14,39
Maximo 15,85
Média 0,004

Desvio padrao 33,72
Quadro 3: Estatistica Descritiva da Série Temporal de Pregos de Minério de Cobre
Fonte: Elaboragao propria

4.4 Testes Estatisticos Aplicados para Detectar Evidéncias de Fractalidade

Considerando como o conjunto de evidéncias que caracteriza a presenga de

fractalidade em séries temporais a distribuicdo ndo-gaussiana dos retornos diarios



68

em relagcdo a meédia, a ndo-linearidade da seérie temporal e a persisténcia de
memoria de curto e longo prazo. A fim de verificar se existem na série temporal
estudada, serdo aplicados testes estatisticos especificos que permitirdo identificar o
grau de fractalidade que a série apresenta. Adicionalmente sera realizado teste para

estacionaridade.

4.4 .1 Normalidade

A teoria dos fractais tem como premissa a distribuicdo nao-normal das
variaveis no tempo. Brooks (2002) apresenta o teste de normalidade de Bera-Jarque
como o mais utilizado. Este teste permite analisar a distribuicdo das variaveis sob
dois pontos: assimetria e curtose. O primeiro permite medir a extensao a qual a
distribuicdo possui simetria em relacdo a propria média da série. O segundo
compara a distribuicdo de frequéncias da amostra com a distribuicdo normal

(LAPONNI, 2000). Neste sentido, a distribuicado normal é simétrica e mesocurtica.

O teste de Bera-Jarque é realizado a partir dos resultados de assimetria e
curtose. Considera-se a tabela do x?, com dois graus de liberdade e significancia de

5%. O teste é dado pela seguinte equacgao:

2 Y
W= N{ass +(curt 3) }

6 24
Onde: N é o tamanho da amostra. As hipoteses levantadas sao:
Hp: W < 5,991; distribuicdo normal.

Hqi: W 2= 5,991; distribuicdo ndo-normal.
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Os calculos de assimetria, curtose e a estatistica de Bera-Jarque sao
realizados pelo software Eviews versao 5.0, a partir da série historica dos precos e

dos retornos dos pregcos do minério de cobre.

4 4.2 Linearidade

Considerando a propriedade ndo-linear das séries temporais com
caracteristicas fractais, € necessaria a aplicagao de um teste para identificar se as
variaveis que compdem a série sdo, ou nao, independentes e identicamente
distribuidas — IID. O teste aplicado € o BDS - Brock, Dechert, Scheinkman and
LeBaron, que pode detectar varias situagdes em que as variaveis nao sao 1D, tais

como nao-estacionariedade, ndo-linearidade e caos deterministico.

O teste utiliza os residuos da série e se baseia no conceito de integral de

correlagao Cn(g), cujo calculo é dado pela expresséo:

T
S : l { | o112 e P r 4o
( mhE) 1_[|I1]]1_ (T —miT —m+ 1) .-;l I|_|-I;' — X | <E), tF ]
O teste BDS é dado por:

T|(-ri'r; () —(Ch(e) :'”i|

r1/2
Vi

]3[}:‘-;']1] "u- e .\:I I:I. I. I.
Onde Cn(¢) é a integral de correlagao, ¢ € a distancia entre os vetores (dada
em desvios-padrao), m é a dimensao de encaixamento, T € o tamanho da amostra; x

€ o vetor de residuos e V, € a variancia da integral de correlagao.
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O teste consiste na analise da distancia de um ponto qualquer escolhido (g) e
uma sequéncia de pares pontos formados a partir da amostra (i, j), (i: valor, j:
tempo). Se as observagdes forem |ID, a probabilidade de a distancia entre qualquer
par de pontos ser menor ou igual a (g) € constante. Esta probabilidade & denotada
por Cm(g). Os célculos sao realizados pelo software Eviews versédo 5.0, a partir da
série histérica dos pregcos do minério de cobre, com (g) definido em 0,5; 1; 1,5 e 2,0

desvios-padrao’® para dimensdes de 2 a 6.

O valor critico para rejeicdo da hipétese nula no nivel de significancia de 5%,
€ igual ou maior a 1,96 (distribuicdo bicaudal - valor absoluto). As hipdteses

levantadas s&o:

Ho: a série histérica possui variaveis |ID indicando que o modelo possui

caracteristicas lineares;

H4: a série histérica ndo possui variaveis IID indicando que o modelo possui

caracteristicas de nao-linearidade.

4 4.3 Persisténcia de Memoria

Nesta pesquisa é utilizada a técnica rescaled range (R/S) de Hurst
apresentada por Peters (1989) para avaliar a persisténcia de memdéria na série de
precos diarios do cobre. A escolha por este teste é fruto da observacdo de sua

aplicagao com éxito em outras pesquisas envolvendo séries temporais de precgos.

® A escolha por esses niveis de desvio-padrao esta em fungao da literatura. Testes para detecgao de
linearidade em séries temporais tém utilizado esses parametros com éxito (vide, por exemplo,
CHAVEZ e FERNANDES, 2004).
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O resultado, representado pela letra H, é o fator da lei de poténcia que
representa a série, chamado de Expoente de Hurst, variando entre zero e um, com

as seguintes implicagdes para séries temporais:
H = 0,5 implica em comportamento puramente aleatorio;

H entre zero e 0,5 implica em comportamento n&o persistente, no qual uma
tendéncia positiva no passado é mais provavel de se converter em tendéncia

negativa e vice-versa; e,

H maior que 0,5 (0,5 < H < 1) implica em comportamento persistente, no qual
uma tendéncia positiva no passado € mais provavel de continuar positiva e vice-

versa, e o nivel desta persisténcia € medido quao maior for o resultado de 0,5.
Encontra-se H a partir da regressao:
Log(R/S) = a + B Log(N)

Para a qual s&do calculados valores de x e y de acordo com o numero de
observagbes da amostra, sendo (R/S) a divisdo da amplitude entre a maior e a

menor ocorréncia registrada (R), pelo desvio padrdo encontrado na série (S) e N é o

numero de observagdes. Assim, H = 3.

Através da ferramenta Excel, sdo calculados os valores de x (Log(N)) e y
(Log(R/S)), tendo sido definidos tantos valores quanto o numero de observagdes da
amostra, ou seja, para cada nova observagao (incremento de tempo) sdo calculados
novos valores para x e y. Na sequéncia, para a realizagdo da regressao linear,

também é utilizada a ferramenta Excel.
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4 .4 4 Estacionaridade

Mandelbrot (1997) define a estacionaridade como uma das caracteristicas
basicas do comportamento de séries temporais fractais. De acordo com Brooks
(2002), um processo € considerado estacionario se suas meédia, variancia e
autocovariancia se mantém constantes ao longo do tempo. Estatisticamente, a
presenca de uma ou mais raizes unitarias indica nao-estacionaridade no
comportamento de uma série historica, este fendmeno pode ser detectado através

do teste Dickey-Fuller Aumentado (ADF). Dada uma equacgéao estocastica:
Xt = W +G1Xe1+U
Para a qual se tém: ¢=1: comportamento nao-estacionario; e,
¢ < 1; comportamento estacionario.

O valor critico para observagao do resultado do teste ADF é de -2,86 para o
nivel de significancia de 5%, sendo rejeitada a hipotese nula em favor da
estacionaridade para resultados mais negativos do que o valor critico. Os calculos

sdo realizados pelo software Eviews verséo 5.0. As hipoteses levantadas séo:
Ho: existem raizes unitarias, comportamento ndo-estacionario;

H4: ndo existem raizes unitarias, comportamento estacionario.

4.4.5 Analise dos Resultados Esperados
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O quadro (4) apresenta os resultados esperados para os testes estatisticos.
Estes resultados sugerem que a série temporal apresenta caracteristicas fractais,

permitindo a projegcéao de pregcos com base no modelo browniano fractal.

Teste Estatistico Resultado Interpretacao
Bera-Jarque — pregos W = 5,991 Distribuicao ndo-normal
Bera-Jarque — retornos W = 5,991 Distribuicao ndo-normal
BDS P-value < 0,05 Nao-linearidade
Rescaled range (R/S) 0,5<H<=<1 Fractalidade

Quadro 4: Resultados Esperados para os Testes Estatisticos.
Fonte: Elaboragao prépria.

4.5 Modelo Utilizado para Projecao de Precos

O modelo pretendido, desenvolvido por Benoit Mandelbrot em 1965 € o FBM -
Fractional Brownian Motion, modelo browniano fracionario. Tem como base um

significante parametro: o expoente de Hurst satisfaz a condigcdo 0 < H < 1.

A fractalidade de séries financeiras encontra-se no fator “tempo”, para o qual
Mandelbrot utiliza a expressao trading time, ou tempo de negociagdo. Considerando
uma variacdo de preco AXx sobre um incremento de tempo At, assumido como

minimo, trata-se de um comportamento onde:
AX ~ At"

Onde o expoente H é invariante no tempo e # . Modelos com essa

caracteristica, que possuem um unico fator de escala, sdo chamados de unifractais.
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Falconer (2004, p. 267) define o modelo browniano fractal de um indice o
(hurst), 0 < a < 1, como um processo no qual X: [0,2) — R, que satisfaga as

seguintes condigdes:
(i) com probabilidade 1, X(t) é continuo e X(0) = 0;
(i) paratodot 2 0 e h > 0 os incrementos X (t + h) — X(t) sdo estacionarios,

tém distribuicdo normal com média zero e variancia h**;

P (X (t+h) — X(t) < x ) = (2n)2 h j : exp(-u2/2h 2%) du

Onde:
P é uma medida da probabilidade de que os incrementos projetados pelo

modelo situam-se dentro de um limite finito (x);

X é uma fungédo da amostra, sendo que t — X(w, t) para cada ponto ® em um

espago de amostra Q; e
o € 0 expoente de Hurst; e,
h representa o incremento de tempo, dado pela variancia da série temporal.

Desde a sua concepcdo, em 1965, o modelo matematico desenvolvido por
Mandelbrot vem sofrendo melhoras e ajustes. Em 1997 Mandelbrot apresentou os
fundamentos matematicos de modelos multifractais, chamados de movimentos
brownianos em tempo multifractal - BMMT™, os quais pressupdem em uma mesma
série temporal financeira a existéncia de multiplos expoentes de Hurst e diferentes
leis de poténcia. Certamente os novos modelos capturam melhor os movimentos
fractais, tendo por consequéncia melhor capacidade de predicdo, mas como proprio

Mandelbrot (2001, p.427) admite:

1 Tradugéo livre de Brownian motions in multifractal time — BMMT.
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[...] Entretanto, BMMT é novo, delicado e dificil de ser assimilado. Sem o
dominio de muitas féormulas e diagramas adicionais, as contribuicbes a
respeito dos fractais ndo podem ser inteiramente compreendidas e
apreciadas. Uma extensiva base matematica existe para os fractais [...].
Infelizmente, a maioria é complexa“—’.

Assim, a opcao desta pesquisa € utilizar um modelo com uma base
matematica de razoavel compreensdo, que permita a vinculagdo da teoria aos

resultados empiricos, sem perda de substancia ou de seu proprio foco.

15 Traducéo livre de: “However, BMMT is new, delicate, and hard to grasp fully. Without mastering
many additional formulae and diagrams, the claims and contributions concerning multifractais cannot
be fully understood and appreciated. An extensive mathematical basis already exists for multifractals
[...]- Unfortunately, most are complex”.



76

5 RESULTADOS

5.1 Resultados dos Testes Estatisticos

5.1.1 Normalidade

Os resultados encontrados com a aplicagao do teste de Bera-Jarque estao
dentro dos parametros esperados, notadamente para os retornos, os quais
apresentaram as caracteristicas descritas na literatura (PETERS, 1994;

MANDELBROT, 1997; 2004) de padrdes leptocurticos.

Dessa forma, a hipétese nula, que previa um padrao de distribuicdo normal foi
rejeitada em favor da hipotese alternativa, em ambos os casos, pregos e retornos,
conforme demonstram os resultados para a série precos, de 504,18 e série retornos,
de 16.775,06. A figura 8 representa o output do software para a distribuicdo dos
precos, a qual se mostrou platicurtica com assimetria positiva (a direita). A figura 9
representa o output do software para a distribuicdo dos retornos dos precgos, a qual

se mostrou leptocurtica com assimetria negativa (a esquerda).
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Figura 8 — Histograma dos Pregos da Commodity Cobre
Fonte: Elaboragao propria
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Figura 9 — Histograma dos Retornos dos Pregos da Commaodity Cobre
Fonte: Elaboragao prépria

5.1.2 Linearidade

Foi realizada uma sequéncia de testes para os quais foram delimitadas as
dimensbes de 2 a 6, e distancias (g) entre 0,5 e 2 desvios-padrdo, a exemplo de
trabalhos académicos desenvolvidos (CHAVEZ; FERNANDES, 2004). Concluiu-se
pela rejeicdo da hipotese nula em favor de Hq, para qualquer simulacdo de ()

utilizada, baseado na analise do p-value, cujos resultados mostraram valores
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menores do que 0,05 para todas as dimensdes e valores de (¢) testados. A néo-
normalidade da distribuicdo dos precos € um indicativo de que a série também néao
segue um padrao linear, caracteristica que foi confirmada com a realizagéo do teste

BDS, conforme resultados apresentados no Quadro 5.

Teste BDS para PRECOS

Data: 22/04/06 Hora: 21:19

Amostra: 05/06/1974 30/12/2003
Observagbes incluidas: 7715

Dimensao () p-valor

0,5 0.0000

o 1 0.0000

15 0.0000

2 0.0000

0,5 0.0000

3 1 0.0000

15 0.0000

2 0.0000

0,5 0.0000

4 1 0.0000

15 0.0000

2 0.0000

0,5 0.0000

5 1 0.0000

15 0.0000

2 0.0000

0,5 0.0000

5 1 0.0000

15 0.0000

2 0.0000

Quadro 5 — Resultados da Estatistica BDS
Fonte: Elaboragao Propria.

5.1.3 Persisténcia de Memoria

O resultado obtido com a realizagao do teste de Hurst foi de H = 0,30 para a
série temporal de minério de cobre, o que implica em comportamento nao
persistente, de curto prazo, com tendéncia de reversdo, indicando a presenca de
fator aleatdrio com fracos indicios de fractalidade, conforme resultados apresentados

na Figura 10.



Estatistica de regresséo

R multiplo 0,4530
R-Quadrado 0,2052
R-quadrado ajustado 0,2051
Erro padrao 0,6034
Observacoes 7422
Coeficientes  Erro padréo Stat t valor-P
Intersecao -1,8598 0,0562 -33,0680 8E-224
Variavel X 1 0,3086 0,0071 43,7692 0,0000

Figura 10 — Resultado do Teste R/S
Fonte: Elaboracéo propria.

5.1.4 Estacionaridade
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Os resultados da aplicagdo do teste ADF na série de precos indicam para a

existéncia de uma raiz unitaria, implicando em nao rejeicdo da hipotese nula de que

existem raizes unitarias e comportamento da série é nao-estacionario. Realizado

novamente o teste a partir da primeira diferenca da série, aceitou-se a hipotese

alternativa para ndo existéncia de raizes unitarias. Mandelbrot (1997, p. 372)

argumenta que séries temporais, de fato, nao “parecem” estacionarias, assumindo

que as séries podem apresentar diferentes variancias em diferentes momentos do

tempo, necessitando de um modelo estatistico preciso que capture as mudancgas de

precos. Admite, porém (MANDELBROT, 1997, p. 404), que a predicao de pregos

somente é possivel a partir de uma amostra estacionaria. Os resultados deste teste

sao apresentados na Figura 11.

Exdgeno: Constante

Hipotese Nula: PRECOS possuem uma raiz unitaria

Defasagens: 0 (Automatic based on SIC, MAXLAG=35)

| | t-estatistico| Prob.*

Teste estatistico Dickey-Fuller Aumentado -2.049.023 | 0.2659
Teste para valores criticos: | nivel 1% -3.431.054
nivel 5% -2.861.736
nivel 10% -2.566.916
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Figura 11 — Resultado do Teste ADF
Fonte: Elaboragao prépria

5.1.5 Analise Geral dos Resultados

Os resultados obtidos com os testes sugerem que 0s pregos nao sao
estatisticamente independentes e identicamente distribuidos - |ID, tampouco a
distribuicdo assumiu a forma de curva normal. Estas primeiras caracteristicas
induzem a acreditar que se esta diante de um comportamento fractal. No entanto, a
estatistica de Hurst demonstra que a série possui dependéncia de seus precos
passados num padrao de memoria curta, com tendéncia de reversao. Por fim, os
testes para raizes unitarias ndo foram rejeitados, implicando em comportamento

nao-estacionario.

No conjunto, estas evidéncias sao suficientes para se afirmar que a série
temporal apresentou, durante o periodo analisado, um padrédo fractal de
comportamento. Uma vez que o expoente de Hurst se mostrou diferente de 0,5, é
possivel realizar uma projegéao de precos futuros com base no modelo apresentado e
analisar o grau de semelhanca estatistica entre as séries projetada e real. O Quadro

6 apresenta o resumo dos resultados dos testes estatisticos.

Teste Estatistico Resultado Interpretacao
Bera-Jarque - precos 504,18 Distribuicado ndo-normal
Bera-Jarque - retornos 16.775,06 Distribuicdo ndo-normal
BDS 0,0000 N&o linearidade
Rescaled range (R/S) 0,3086 Fracos indicios de
fractalidade
Estacionaridade - 2,049 N&o-estacionario

Quadro 6: Resumo dos Resultados dos Testes Estatisticos.
Fonte: Elaboragao propria.
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5.2 Resultado da Projecéao de Pre¢cos com Base no Modelo Unifractal

Os parametros utilizados na projegéao foram de 0,084 para h e de 0,3086 para
a. Através do software Minitab foi possivel projetar os pregos, a partir da geragéo
dos incrementos de acordo com o modelo browniano fractal, indicado pela férmula

abaixo:.

P (X (t+h) = X(t) < x ) = (202 h [ exp(-u?/2h 2) du

Onde:

P é uma medida da probabilidade de que os incrementos projetados pelo

modelo situam-se dentro de um limite finito (x);

X é uma fungédo da amostra, sendo que t — X(w, t) para cada ponto ® em um

espaco de amostra Q;
o € 0 expoente de Hurst; e,
h representa o incremento de tempo, dado pela variancia da série temporal.

Os graficos 6 a 8 apresentam o resultado da plotagem dos incrementos, da
projecéo de precos de minério de cobre com 500 observagbées e na sequéncia os

precos reais ocorridos no periodo.
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Grafico 6 — Plotagem dos Incrementos. Eixo das abscissas representa o tempo e o eixo
das ordenadas representa valores em %.

Fonte: elaboragéo propria
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Grafico 7 — Projecéo de Precos de Minério de Cobre. Eixo das abscissas representa o

tempo e o eixo das ordenadas representa valores em US$/libra-peso.

Fonte: elaboracao proépria
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Grafico 8 — Pregos Reais Ocorridos no Periodo 2004 — 2005. Eixo das abscissas
representa o tempo e o eixo das ordenadas representa valores em US$/libra-peso.

Fonte: elaboracao proépria

5.2.1 Analise Comparativa Entre a Projecao e a Amostra

Visualmente percebe-se que ndao ha semelhancga entre os precgos projetados e
0s precgos ocorridos no periodo entre 2004-2005, a série projetada apresentou-se
muito mais turbulenta do que realmente ocorreu. No entanto, faz-se mister observar
que a projecgao fractal possui semelhanga visual com a amostra completa (Grafico 3,
p.59), apresentando padrbes de crescimento de pregos com tendéncia de queda na
sequéncia temporal, em uma espécie de efeito “espelho”. Esse fenbmeno é
interpretado na teoria fractal como o fator de escala e capturado através do

expoente de Hurst.

A fim de verificar a semelhanga estatistica entre a série projetada e a amostra
sao comparados 0s picos maximo e minimo de precos, a média, o desvio padrao e o

grau de normalidade (vide Tabela 2)
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A estatistica descritiva das séries demonstra que a série projetada extrapolou
em quatro vezes a amplitude real de precos ocorrida no periodo entre 2004-2005
(Intervalo: 5,3053; 1,2175). Quando comparada com a amplitude da série completa,
a relagdo cai para 2,7 vezes. O limite maximo de preco projetado foi de US$ 5,3215
por libra-peso, enquanto o preco maximo ocorrido no periodo foi de US$ 2,28 por

libra-peso, mesmo quando analisada a série completa.

Tabela 2: Resumo dos Parametros Estatisticos Séries Temporais: Projetada e Real

Itens Projecao Real 2004-2005
Média 2,9952 1,48738
Mediana 3,2692 1,45100
Desvio padrao 1,5077 0,2648
Intervalo 5,3053 1,2175
Minimo 0,0162 1,0625
Maximo 5,3215 2,2800

Fonte: Elaboragao proépria.

Foram gerados os histogramas das séries e realizado o calculo para
normalidade de Bera-Jarque. A série projetada se mostrou platicurtica e um pouco
assimétrica a esquerda. Conforme esperado, o resultado do teste Bera-Jarque indica

para a ndo-normalidade da série (figura 12).

50

Series: PROJ
Sample 1/05/2004 12/30/2005
Observations 500

Jarque-Bera  38.01621
. Probability 0.000000
i R S T R -
0 1 2 3 4 5

12: Histograma da Série Temporal Projetada
Fonte: Elaboragao prépria




85

Quando analisado o histograma da amostra, percebe-se assimetria a direita,
semelhantemente ao restante da série (periodo 1974-2003) e um padrao fracamente
leptocurtico de distribuicio. Neste periodo 2004-2005, visualmente a distribuicao da
série se apresentou quase-normal (Figura 13), mas o teste de Bera-Jarque também

indicou a ndo-normalidade da série.

Series: REAL
Sample 1/05/2004 12/30/2005
Observations 499

Jarque-Bera  80.28944
Probability 0.000000

1.2 14 1.6 1.8 2.0 2.2

Figura 13: Histograma da Série Real Periodo 2004-2005
Fonte: Elaboragao prépria

Os histogramas dos retornos também foram gerados no software Eviews,
ambos mostraram alta leptocurtose e simetria nas distribuicdes. Os testes para

normalidade foram altamente rejeitados.

240
Series: RETPROJ
200 Sample 1/05/2004 12/30/2005
] Observations 499
160
120
80
40
Jarque-Bera  21183.43
0 - — ._‘ ‘ —— Probability 0.000000
-2 1 0 1 2

Figura 14: Histograma dos Retornos da Série Projetada
Fonte: Elaboragao prépria



86

160
Series: RETREAL
1404 Sample 1/05/2004 12/30/2005
Observations 498

120
100

801

60

40

20- I
0l—= J—— -__l

-015 -0.10 -0.05

Jarque-Bera  4214.829
l_ Probability 0.000000

0.00

Figura 15: Histograma dos Retornos da Série Real Periodo 2004-2005
Fonte: Elaboracao prépria
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A analise do resultado empirico indica, dentro do periodo estudado, para a
nao-eficiéncia do modelo como estimador de parametros razoaveis para utilizacao
em analise de investimentos. Entre as razdes destacam-se o alto desvio-padrao
encontrado na série projetada, o qual induz a uma percepgao de risco maior do que
realmente ocorreu nos 32 anos de preg¢os analisados. Outro indicador da nao-
eficiéncia da série € a propria amplitude de precos encontrada, ndo pelo valor
minimo, o qual quando comparado com a série completa se mostra satisfatorio, mas
pelo valor maximo, o qual pode induzir uma sensagao de otimismo irreal, gerando

receitas de vendas que nao possuem perspectivas de se concretizar na pratica.

Dessa forma, sem prejuizo da teoria em si, mas com base neste modelo
adotado, ndo convém estabelecer uma equagao geral que possa ser utilizada na

pratica para proje¢des de pregos em analise de projetos de mineragao de cobre.
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6 CONCLUSOES

O objetivo deste estudo foi de analisar a teoria dos fractais sob a 6tica da
precificacdo de ativos, identificando um modelo matematico capaz de testar a
eficiéncia desta teoria. Foram buscados na literatura académica estudos, com o
objetivo de subsidiar a analise empirica realizada, notadamente para a commodity

escolhida neste trabalho, o minério de cobre.

Para este estudo foi utilizada uma amostra contendo 7.922 observacgoes
diarias de precos de minério de cobre, compreendendo o periodo de 1974 a 2005,
dividida em duas séries: a primeira com 30 anos de observacodes, utilizada para
realizacdo dos testes estatisticos e definicdo dos parametros necessarios para
realizar a projecao de precos, e a segunda, com dois anos de observagdes, utilizada

para testar a eficiéncia do modelo.

Foram realizados testes para normalidade, linearidade, estacionaridade e
fractalidade, com o objetivo de identificar se a série apresentou comportamento
fractal durante o periodo analisado. A partir do resultado positivo para presenca de
fractalidade, e da identificagdo do parametro fractal (Hurst) correspondente a série,
foi identificado um modelo para projecdo de pregos baseado no movimento
browniano fractal, a partir do qual foi possivel projetar pregos para dois anos e

compara-los com a amostra real.

Dentro dos parametros estimados e do modelo matematico, e considerando a
janela de tempo utilizada para comparacédo entre a série projetada e a série real
ocorrida no periodo, a projecdo ndao se mostrou satisfatéria como um estimador

consistente de pregos para projetos de investimento. No entanto, apesar de sua nao-
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eficiéncia como estimador, ndo se pode rechacgar o problema base desta pesquisa,
em fungao de fatores que certamente exigiriam novas pesquisas. O primeiro fator é a
complexidade do modelo matematico: existem registros (MANDELBROT, 1997;
RICHARDS, 2004) de modelos matematicos mais complexos e mais eficientes para
projecbes de precos com base em analise multifractal, que ndo foram abordados

neste trabalho.

O segundo fator é a propria série temporal: testar novas séries temporais, em
diferentes categorias de ativos, com diferente numero de observagbes ou mesmo
com informacdes intradiarias poderia ocasionar resultados diferentes dos
encontrados neste trabalho, possivelmente uteis mesmo se utilizado um modelo

matematico unifractal.

O terceiro e ultimo fator a ser considerado é a janela de tempo utilizada. A
definicdo de periodos diferentes para analise e proje¢cao de dados poderia ocasionar
resultados consideravelmente diferentes, uma janela temporal maior poderia ajustar
melhor os ciclos de alta e baixa de precos percebidos ao longo dos 32 anos

analisados.

Dessa forma, considerando os trés fatores fundamentais que exerceram
influéncia sobre os resultados obtidos neste estudo, entende-se que os objetivos
foram parcialmente cumpridos: a teoria analisada, o modelo identificado, as
projecdes realizadas, mas os resultados encontrados nao confirmaram a expectativa

de éxito nas projecgdes.

Nesse contexto de fatores analisados, cabe ressaltar que os resultados deste
estudo sdo especificos da avaliagédo realizada com a commodity minério de cobre,
dentro de um modelo browniano unifractal, ndo devendo estes resultados, positivos

ou negativos, serem generalizados. No entanto, e notadamente, a fundamentacéo
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tedrica deste estudo podera servir de base para novos estudos envolvendo outros
modelos matematicos e/ou outros ativos. Continua-se, portanto, acreditando que a
utilizacdo da teoria dos fractais, a exemplo do que vem ocorrendo em outros campos
da ciéncia, é util também para a contabilidade financeira, e novas pesquisas, a
exemplo desta, certamente contribuirdo para nortear a utilizacdo das ferramentas
fractais seja para a analise da volatilidade de séries temporais de precos, seja para a

propria precificacdo de ativos.

Para pesquisas futuras sugere-se a utilizagdo de outras séries temporais
financeiras, envolvendo pregos de outras commaodities e indices, inclusive buscando
um parametro estritamente brasileiro que possa ser analisado. Sugere-se ainda a
utilizacdo de modelos multifractais, com o objetivo de verificar se os mesmos
experimentam maior precisdo na projegao de pregos, que capaz de ser utilizada com

eficiéncia e seguranga em analise de projetos de investimento.
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